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1.1

Weronika Wos

Wstep

Bardzo czesto zadaniem polecanym do wykonania jest zrobienie do-
wolnej brylty przez uczniéw. Zazwyczaj jest ono wykonywane w ten
sposob, ze uczen najpierw wybiera bryle, ktora chce zrobi¢, a nastep-
nie znajduje jej siatke wraz z zaktadkami. Zakladka schematu jest to,
w tym wypadku, brzeg jednej Sciany zachodzacy na brzeg drugiej $ciany,
z ktorym jest potaczona. Te dolaczone do siatki zaktadki sa konieczne
do tego, aby bryle ztozyé¢ z uzyciem kleju. Rysunek 1.1 pokazuje taka
przyktadows siatke z zaktadkami. Jest to schemat ostrostupa Scietego
o podstawie trojkatne;j.

Czy da sie jednak wykona¢ bryte z papieru bez uzycia kleju? Oka-
zuje sie, ze tak!

Ten rozdzial prezentuje kilka bryl, ktére mozna ztozy¢ z papieru, bez
klejenia. Projekt o nazwie ,Brytki bez kleju” byl realizowany przez au-
torke tego rozdzialu wraz ze studentami kierunku Zarzadzanie i Inzynie-
ria Produkeji zamiejscowego Wydziatu Mechaniczno-Technologicznego
Politechniki Rzeszowskiej im. Ignacego f.ukasiewicza w Stalowej Woli.
Celem projektu byto sporzadzenie pomocy naukowych dla uczniow
szkot podstawowych i érednich w ramach prac kota naukowego. Zadanie
polegato na zaprojektowaniu i wykonaniu schematow bryt, ktére mozna
ztozyé bez uzycia kleju. Efektem wspoélnej pracy byto osiem schema-
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1.2

8 Rozdziat 1. Bryty bez kleju

Rysunek 1.1: Przyktad siatki z zaktadkami

tow, ktore zaprezentowane sg w tym rozdziale. Prace prowadzone
byly w programie obstugujacym grafike wektorowa Inkscape. Jest
to darmowy program do tworzenia grafiki wektorowej, ktory powstat
w ramach projektu GNU. Pozwala na tworzenie przede wszystkim sym-
boli, znakdéw towarowych i logotypéw produktéow, firm, stowarzyszen
oraz tworzenie ikon czy postaci komiksowych. Jest odpowiednikiem
popularnego (ptatnego) programu Corel DRAW.

Brytki bez kleju moga stuzyé¢ jako materialty pomocnicze do nauki
matematyki w szkotach. W szczegdlnosci na lekcjach z dziatu stereo-
metria. Dlatego zachecamy wszystkich uczniéw, nie tylko wielbicieli
matematyki, do zapoznania si¢ z tymi schematami. Poza tym bryty
bez kleju moga by¢ po prostu swietng zabawa.

Instrukcja wykorzystania schematow

W tej czesci przedstawione zostang gotowe schematy bryt. Przezna-
czone sg one do wykorzystania.

Definicja 1.1 — Zaktadki. Kazdy schemat sktada sie z kilku figur.
7 tego niektore figury sa Scianami docelowej bryty. Pozostate figury
- to znaczy bez rysunkéw, bez loga wydziatu oraz loga uczelni - stuza
jako tak zwane zaktadki. To znaczy, ze te fragmenty uzyskanej
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1.2 Instrukcja wykorzystania schematéw 9

kartki maja sie znalez¢é wewnatrz bryly. To wlasnie te zaktadki
pelnia zasadniczg role w schemacie kazdej bryty, poniewaz zastepuja
uzycie kleju.

W celu wykonania gotowych bryt - bez wykorzystania kleju - nalezy
wybraé bryle, a nastepnie wykonaé¢ kroki, jak opisano ponize;j.

Cwiczenie 1.1 Wykonaj nastepujace kroki:

1. skopiuj dany schemat - mozna to zrobi¢ korzystajac ze skanera
lub ksera, mozna roéwniez skorzystaé ze strony projektu Brytki
bez kleju, do ktérej odnosnik jest podany nizej;

2. wydrukuj uzyskang, kopie - warto wykorzysta¢ kolorowy papier

o wiekszej gramaturze (dla lepszego efektu);

nastepnie nalezy wycia¢ figure po jej zewnetrznym obrysie;
ponadto trzeba przecia¢ pogrubione linie;

uzyskany kawatek papieru nalezy zlozy¢ wzdtuz wszystkich
linii - wszystkie zagiecia sa w tym samym kierunku - do srodka;

6. majac tak przygotowang kartke, sktadamy z niej bryte, jedno-
czeénie pamietajac, ze zakladki maja sie znalezé wewnatrz.

Gotowe! ]

o g g8

Kolejne schematy utozone sa wraz z rosnaca trudnoscia ich wykona-
nia. Pierwsze cztery projekty A — D sa bardzo tatwe i mozna je $miato
zaproponowaé¢ do wykonania nawet uczniom pierwszych klas szkoty
podstawowej. Kolejne brytki E, F' oraz G tez nie s trudne. Natomiast
ostatni schemat przedstawia bryte, ktorej zlozenie jest zdecydowanie
trudniejsze. Jest to dwudziestoscian foremny.

Definicja 1.2 — Dwudziestoscian foremny (inaczej ikosaedr). Jest
to najbardziej ztozony wieloscian foremny - o 20 Scianach - w ksztal-
cie przystajacych tréjkatéw réwnobocznych. Ma on 30 krawedzi
i 12 wierzchotkéw oraz 15 plaszczyzn symetrii.

Zwr6é uwage, ze Sciany na schemacie sa ponumerowane od 1 do
20. Ta numeracja nie jest przypadkowa. Pokazuje ona kolejnosé¢ skta-
dania. Jezeli wykonasz wszystkie kroki opisane w éwiczeniu 1.2, to
sktadanie kartki trzeba prowadzi¢ zgodnie z numeracja scian. W kaz-
dym wierzchotku styka sie ze soba pie¢ trojkatéow. Najpierw nalezy
ztozy¢ dolng potowe bryty, ktéra stworzy nam ksztalt miski. Nastepnie
biate trojkaty, ktore pelnia role zaktadek, uktadamy do $rodka bryty.
W ostatnim kroku zamykamy goérna potéwke. Filmik bryta H przedsta-
wia te wszystkie kroki. Trzeba zaznaczy¢, ze ta brylta jest naprawde
trudna i nawet niektérzy studenci nie potrafili jej ztozyé¢. Powodzenia!
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https://www.facebook.com/prz.stw/videos/2294152947569273
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10 Rozdziat 1. Bryty bez kleju

Gotowe schematy

Gotowe schematy mozna wydrukowaé z tej publikacji lub tez pobraé
ze strony: Strona projektu Brytki bez kleju.
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Rysunek 1.2: Schemat bryty A
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Rysunek 1.3: Schemat brylty B

Projekt pt.: ,MODELOWE ROZWIAZANIA NA TRUDNE WYZWANIA - Plan Rozwoju Lokalnego i Instytucjonalnego Stalowej Woli”

wspdtfinansowany jest ze Srodkéw Norweskiego Mechanizmu Finansowego 2014-2021 (85%) oraz Budzetu Paristwa (15%). g

Wspoinie dzialamy na rzecz Europy zielonej, konkurencyjnej i sprzyjajacej integracii spolecznej.



12 Rozdziat 1. Bryty bez kleju

R WYDZIAL
QS MECHANICZNO-

Cl -TECHNOLOGICZNY
S—

POLITECHNIKI RZESZOWSKIE)
ul. Kwiatkowskiego 4
37-450 Stalowa Wola
Tel.: (15) 844 89 12
https://wmt.prz.edu.pl/
http://rekrutacja.prz.edu.pl

¥ZIIM3ISYIN? 093DVNDI "Wt

VISMO0zZS3zZY
VNINHDILIT0d

WYDZIAL
4 MECHANICZNO-
@ 'TECHNOLOGlCZNY

— POLITECHNIKI RZESZOWSKIE)

Rysunek 1.4: Schemat bryty C

D‘ Projekt pt.: ,MODELOWE ROZWIAZANIA NA TRUDNE WYZWANIA - Plan Rozwoju Lokalnego i Instytucjonalnego Stalowej Woli”
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Rysunek 1.5: Schemat bryty D
Projekt pt.: ,MODELOWE ROZWIAZANIA NA TRUDNE WYZWANIA - Plan Rozwoju Lokalnego i Instytucjonalnego Stalowej Woli”
wspotfinansowany jest ze Srodkéw Norweskiego Mechanizmu Finansowego 2014-2021 (85%) oraz Budzetu Panstwa (15%). @
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Rysunek 1.6: Schemat bryly E

D‘ Projekt pt.: ,MODELOWE ROZWIAZANIA NA TRUDNE WYZWANIA - Plan Rozwoju Lokalnego i Instytucjonalnego Stalowej Woli”
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Rysunek 1.7: Schemat bryly F

Projekt pt.: ,MODELOWE ROZWIAZANIA NA TRUDNE WYZWANIA - Plan Rozwoju Lokalnego i Instytucjonalnego Stalowej Woli”
wspotfinansowany jest ze Srodkéw Norweskiego Mechanizmu Finansowego 2014-2021 (85%) oraz Budzetu Paristwa (15%).

Wspobinie dziatamy na rzecz Europy zielonej, konkurencyjnej i sprzyjajacej integracji spolecznej.
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Rysunek 1.8: Schemat bryly G

D Projekt pt.: ,MODELOWE ROZWIAZANIA NA TRUDNE WYZWANIA - Plan Rozwoju Lokalnego i Instytucjonalnego Stalowej Woli”
N wspotfinansowany jest ze Srodkéw Norweskiego Mechanizmu Finansowego 2014-2021 (85%) oraz Budzetu Paristwa (15%). @
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Rysunek 1.9: Schemat bryty H

Projekt pt.: ,MODELOWE ROZWIAZANIA NA TRUDNE WYZWANIA - Plan Rozwoju Lokalnego i Instytucjonalnego Stalowej Woli”
wspotfinansowany jest ze Srodkéw Norweskiego Mechanizmu Finansowego 2014-2021 (85%) oraz Budzetu Panstwa (15%).

Wspbinie dzialamy na rzecz Europy zielonej, konkurencyjnej i sprzyjajacej integracii spolecznej.




18 Rozdziat 1. Bryty bez kleju

1.4 Zdjecia przedstawiajgce gotowe modele bryt

Kazda z bry! zostala wykonana z kolorowego papieru i sfotografowana.
Rysunek 1.4 przedstawia, jak wygladaja poszczegdlne bryty.

i y
014-2021 (85%) oraz Budzetu Paristwa (15%).
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G H

Rysunek 1.10: Zdjecia przedstawiajace gotowe modele bryt

Dodatkowym zadaniem byto nakrecenie filméw instruktazowych,
ktore prezentowalyby sposéb ztozenia bryl. Filmiki te byly sukcesywnie
publikowane na Fanpagen Wydzialu Mechaniczno -Technologicznego:

Fanpage Wydzialu Mechaniczno-Technologicznego.

Linki do filmikéw przedstawiajacych proces tworzenia brytek:

e bryla A (facebook.com/prz.stw/videos/2095103977241843),
bryta B (facebook.com/prz.stw/videos/575275889616467),
bryta C (facebook.com/prz.stw/videos/755808011486655),
bryta D (facebook.com/prz.stw/videos/2094381260683077),
bryta E (facebook.com/prz.stw/videos/2213812745321381),
bryta F (facebook.com/prz.stw/videos/1925341914234746),
bryla G (facebook.com/prz.stw/videos/380641839210738),

e bryla H (facebook.com/prz.stw/videos/2294152947569273).
Dobrej zabawy z Brytkami bez kleju!

wspotfinansowany jest ze Srodkéw Nor 2014-2021 (85%) oraz Budzetu Paristwa (15%).
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2. Jak rozpoznac ksztait na
zdjeciu?

Ltukasz Wozniak

Cztowiek istota spoteczna

Czlowiek - istota spoteczna - od zawsze zyt w rzeczywistosci wizualne;j.
Swiadcza o tym rysunki w jaskiniach z epoki kamienia tupanego. Na-
suwaja sie wiec nastepujace pytania. Jak postrzegamy obrazy? W jaki
spos6b moézg interpretuje to, co widzi? Jak przetwarzamy informacje
wizualna?

Procesy poznawcze, ksztattujace czltowieka juz w bardzo wezesnym
etapie rozwoju, skupiaja sie na obrazach. Dziecko rozumie oraz roz-
poznaje obraz matki, jeszcze zanim zacznie rozumieé¢ stowo ,matka’.
Obrazy stanowia nieodlaczng sfere zycia, wobec czego bezsprzeczny jest
fakt, ze tekst w bardzo maltym stopniu jest w stanie z nimi rywalizo-
waé. Przetwarzanie grafiki to sposéb, w jaki mozg czlowieka analizuje
i przekazuje informacje zwane percepcja wzrokows lub informacja wizu-
alna. Dzieki tej zdolnoéci odbiorca interpretuje i przetwarza znaczenie
informacji wizualnych, ktore dostarcza mu wzrok. Tak wiec postrze-
ganie wizualne odgrywa ogromna role w codziennym zyciu. Dlatego
tez niezwykle istotne jest zrozumienie, w jaki sposob interpretowane
sa obrazy. Moze okazaé sie to przydatne w procesie projektowania
komputerowego systemu rozpoznawania i przetwarzania obrazu.

Wybitny psycholog Albert Mahrabian w latach 70. ubieglego wieku
w pozycji ,,Silent Messages” pisal, ze komunikacja niewerbalna stanowi

D‘ Projekt pt.: ,MODELOWE ROZWIAZANIA NA TRUDNE WYZWANIA - Plan Rozwoju Lokalnego i Instytucjonalnego Stalowej Woli”
wspotfinansowany jest ze Srodkéw Norweskiego Mechanizmu Finansowego 2014-2021 (85%) oraz Budzetu Paristwa (15%). @

Norway
grants Wspbinie dzialamy na rzecz Europy zielonej, konkurencyjnej i sprzyjajacej integracji spolecznej.




2.2

22 Rozdziat 2. Jak rozpoznaé ksztalt na zdjeciu?

93% calej komunikacji czltowieka, jak rowniez informacje wizualne
stanowig 90% wszystkich informacji przesylanych do mozgu. Obrazy
sy przetwarzane przez mozg duzo szybciej niz tekst. Szacunkowo ludzie
pamietajg 80% z tego, co widza, a jedynie 20% z tego, co czytaja.
Zesp6l neurologéw z Instytutu Technologicznego w Massachusetts
(MIT) odkryl, Ze mozg jest w stanie przetwarzaé cale obrazy, ktore
ludzkie oko widzi przez zaledwie 13 milisekund. Czlowiek moze zatem
zidentyfikowa¢ kilkanascie, potaczonych konkretng koncepcja, obrazow
migajacych w utamku sekundy. Zespo6t naukowcoéw z Uniwersytetu
w Toronto w pracy na temat neuronalnych korelacji epizodycznego
kodowania obrazow i stow (Neural correlates of the episodic encoding
of pictures and words) dowiodl, ze ludzie sa w stanie zapamieta¢ 2000
zdje¢ z doktadnoscig przynajmniej 90% przez okres kilku dni, nawet
przy bardzo krétkim czasie ich prezentacji podczas nauki. Badania
wskazuja zatem, ze czlowiek posiada duzo doskonalsza pamieé¢ do
zapamietywania tresci wizualnych niz tekstu pisanego, co moze wynikaé
z faktu, ze dzieki obrazom automatycznie pojawiaja sie powiazania
z inng wiedza o $wiecie, czyli bardziej skomplikowanym kodowaniem
niz w przypadku stow.

Informacja wizualna

Informacja wizualna to podstawowa postaé¢ informacji komuniko-
wania sie cztowieka z otoczeniem, jak réwniez odbierania informacji
z otoczenia. Zmyst wzroku pozwala na odbieranie bodzZzcow $wietlnych.
Umozliwia dostrzeganie i rozréznianie przedmiotéw, skalowanie ich
wielkosci i formy, przestrzennego usytuowania, jak réwniez rozpozna-
wanie barwy i ruchu. W tym wypadku narzedziem poznawczym jest
oko, natomiast receptorami czopki i preciki tworzace siatkéwke oka.
Wzrok to szczegblny zmyst, ktory pozwala cztowiekowi na pobieranie
az 80% informacji z otoczenia. Dzieki temu cztowiek jest w stanie
poznawaé $wiat, gléwnie w postaci informacji wizualnej. Postacie,
w jakich mozemy je odczytaé sa typem informacji:

e obrazowej — informacja pierwotna, nieuwarunkowana znacze-

niowo;

e tekstowej — informacja symboliczna, uwarunkowana kulturowo.
Zmyst wzroku przetwarza bodzce $wietlne - oddziatujace na oko -
na potencjaly czynnosciowe komoérek nerwowych i przekazuje je do
mozgu, gdzie sy przetwarzane, a w konsekwencji interpretowane. Takie
dziatanie pozwala na odbieranie informacji o §wiecie, rozréznianie
ksztaltu, ruchu, emocji oraz wrazen estetycznych.
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Podstawowym czynnikiem pozwalajacym na widzenie przedmiotow
jest $wiatlo. Bez $wiatta nie jest mozliwe zaobserwowanie barwy
przedmiotu ani jego ksztaltu. Pionierem w tej dziedzinie byl Izaak
Newton, ktory juz w 1666 roku odkryl, ze $wiatto stoneczne stanowi
mieszanine siedmiu barw widmowych:

1. czerwonej,
pomaranczowej,
z6ttej,
zielonej,
niebieskiej,
granatowej,

7. fioletowe;j.

Kazda z barw widmowych ma inng dtugosé¢ fali. Razem jednak stanowia
Swiatto biate, ktore w momencie, gdy trafia do detektora - takiego jak
oko - moze zosta¢ pochtoniete lub odbite i wywotaé wrazenie barwy.
Zatem barwa obiektu zalezy od $wiatta padajacego i $wiatta odbitego.
Przedmioty, ktore odbijaja caty zakres widma rozpoznawane sa jako
biate. Natomiast te, ktore pochtaniaja caly zakres widma odbierane
sg jako czarne. Subiektywne mieszanie barw odbitych, polegajace na
naktadaniu sie na siebie barw sktadowych swiatta bialego, decyduje
zatem o rejestrowaniu barw powierzchni.

AN o

® Przyktad 2.1 W tym wypadku przyktadem moga by¢ zielone liscie.
Zawieraja one chlorofil, ktory intensywnie pochtania barwe fioletowa.
Biate swiatto odbite od powierzchni lidci jest pozbawione koloru fio-
letowego. Wywoluje to wrazenie zieleni i wtasnie dlatego liscie sa
postrzegane jako koloru zielonego (rys. 2.1).

Rysunek 2.1: Postrzeganie koloru lisci
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Uczenie maszynowe

Pisanie aplikacji - zwiazanych ze sztuczng inteligencja - na potrzeby
widzenia komputerowego wymaga podstawowe] wiedzy z uczenia ma-
szynowego oraz uczenia glebokiego. Podczas tworzenia kodu apli-
kacji taczymy koncepcje uczenia maszynowego i uczenia gtebokiego
z elementami jezyka naturalnego oraz odwzorowaniem zachowan ludz-
kich dla danego problemu. Stworzone w wyniku takiego dziatania
oprogramowanie jest czyms$ w rodzaju sztucznej inteligencji.

Uczenie maszynowe wyewoluowalo od tradycyjnego podejscia do
programowania. Tradycyjne programowanie przebiega etapowo i polega
na opracowaniu struktury regut wyrazonych w jezyku programowania,
pobraniu danych, przetworzeniu ich, a w konsekwencji zwroceniu wy-
niku. Podejscie takie jest wykorzystywane w prawie kazdej sytuaciji,
gdy zaprogramowanie pewnej sekwencji pozwala osiggnaé¢ zamierzony
wynik. Ma ono jednak swoje ograniczenia. Rozwiazanie jest mozliwe
do osiagniecia tylko wowczas, gdy jest mozliwoé¢ zdefiniowania regut.

m Przyktad 2.2 WeZzmy pod uwage przyktad z ceng i zyskiem sklepu.
Mamy dostep do danych dotyczacych ceny produktéw i zysku netto ze
sprzedazy. Mozemy wyznaczy¢ wowczas wskaznik atrakcyjnosci zakupu
na podstawie obrotu danym produktem. Kod wczytuje cene zakupu
oraz zysk netto i zwraca wynik, ktory jest efektem dzielenia dwdch
sktadnikow. Odpowiedz jest wynikiem operowania na danych przez
zadanie regul. Powyzsza sytuacja odpowiada wiekszosci tworzonych
programo6w zdefiniowanych za pomoca regut. W innych przypadkach
kod bytby zbyt ztozony, aby méc rozwiazaé takie problemy. [

m Przyktad 2.3 Inny przykltad moze stanowié sytuacja rozpoznawania
aktywnosci fizycznej. Majac do dyspozycji predkosé, jestesmy w stanie
okresli¢ czy osoba spaceruje, czy biegnie. Oczywiscie wymaga to wpro-
wadzenia regut okreslajacych zakres predkosci dla danej aktywnosci.
Mozemy zaltozyé, ze mamy odczynienia ze spacerem w przypadku,
gdy predkosé jest mniejsza od 6 km/h, powyzej jest to juz bieg. Co
w przypadku, gdy osoba jedzie na rowerze? Zakladamy tu réwniez
regute, ze czynnosé ta jest wykonywana przy predkosci powyzej 12
km/h. Mamy wiec zdefiniowane 3 czynnosci, ale zatézmy, ze chcemy
poszerzy¢é ta baze i wprowadzi¢ do niej gre w golfa. Aktywnosé ta wy-
maga jednocze$nie spacerowania, przemieszczania sie i czasem biegania.
7 zaistniatych regul nie jesteSmy w stanie wywnioskowaé czy dana
aktywnos¢ jest wtasnie gra w golfa. Co w wypadkach, gdy nie jestesmy
w stanie okregli¢ regut? Wowczas musimy odwrdcié sytuacje i przypisac
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dane wyjsciowe tgcznie z etykietami. Dzieki temu mozemy braé¢ pod
uwage nowe przypadki - na tym wlasnie polega uczenie maszynowe.
Schemat dziatania takiego oprogramowania jest inny. Zastandéwmy sie,
co powinni§my zmienié, by uzyskaé¢ poprawng odpowiedz. Wiemy, ze
kazdy program potrzebuje danych, na ktérych ma operowa¢. Wiemy
roOwniez, jakie rozwiazania chcemy uzyskaé, a wiec w takim wypadku
niewiadoma sa reguty, jakie musza zaistnie¢. To podejécie nazywamy
uczeniem maszynowym. n

Podsumowujac, procesem wstepnym jest etykietowanie danych,
a wyjsciowym dopasowanie regutl, ktoére pasuja do juz zaetykietowa-
nych danych. Dzieki temu, podczas wykonywania réznych aktywnosci,
otrzymujemy reguty, ktore jednoznacznie definiuja typ.

Dziedziny sztucznej inteligencji sa rozleglym i abstrakcyjnym te-
matem. W tym wypadku uczenie maszynowe mozemy zakwalifikowaé
jako sztuczng inteligencje, gdyz dzieki niej maszyna moze rozpozna-
waé Swiat tak jak cztowiek. W dalszej czesci zajmiemy sie rozwojem
rozpoznawania obrazu z wykorzystaniem uczenia maszynowego.

Widzenie komputerowe

Podczas opracowywania przetwarzania obrazu za pomoca Machine
Lerningu, postuzymy sie platforma TensorFlow. Jest to platforma
oparta na zasadzie Open Source, w szczegédlnosci przeznaczona do
tworzenia modeli uczenia maszynowego. Wewnatrz biblioteki zostato
zaszytych wiele algorytméw oraz wzorcoéw, wobec czego uzytkownik
moze sie skupié¢ na rozwiazaniu problemu. Moze by¢ uzyta do szerokiego
zakresu zadan, ale skupia sie w szczegdlnoéci na uczeniu i wnioskowaniu
sieci neuronowych. Ma wbudowanych wiele typowych algorytmoéw
i wzorcow, co w konsekwencji pozwala sie skupié przede wszystkim na
rozwigzaniu problemu, a nie na poszukiwaniu drogi do rozwiazania.
Pozwala réwniez na obstuge przetwarzania obrazu, dzwigku, tekstu oraz
wielu innych zagadnieri. W dalszej czesci skupimy sie na przetwarzaniu
obrazu, a w szczeg6lnosci na rozpoznawaniu elementéw garderoby na
zdjeciach.

Proces tworzenia i przygotowania danych dla modeli uczenia ma-
szynowego, podczas ktérego jednostka obliczeniowa korzysta z szeregu
algorytmoéw (w celu rozpoznania danych wej$ciowych oraz sposobow
ich rozrézniania), nazywamy trenowaniem. Wynikiem jest proces
rozpoznawania lub kategoryzowania danych wejsciowych, ktory jest
nazywany wnioskowaniem.

wspotfinansowany jest ze Srodkéw Norweskiego Mechanizmu Finansowego 2014-2021 (85%) oraz Budzetu Panstwa (15%).
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Zastanowmy sie chwile, czego musielibySmy uzy¢, aby moc roz-
poznawaé elementy garderoby. W tym celu mozemy postuzyé sie
zdjeciami, ktore pozwola nam na utworzenie modelu. Model taki, aby
byl dobrze wytrenowany, musi przetworzyé¢ wiele obrazéw, by osiggnaé
jak najlepszy wynik.

Wykrywanie cech w obrazach

W tej czesci zajmiemy sie wladciwym widzeniem komputerowym, w kto6-
rym model nauczy sie rozpoznawaé elementy garderoby. W tym celu
przygotujemy obrazy zawarte w postaci gotowej biblioteki danych oraz
zaprogramujemy sie¢ neuronows tak, aby dopasowaé¢ dane do etykiet
oraz poznamy reguly potrzebne do rozrézniania elementow.
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Rysunek 2.2: Zbior Fashion-MNIST (MIT Licencja)
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Czym zatem jest widzenie komputerowe? Jak wyttumaczy¢ je kom-
puterowi? Zastanow sie, w jaki sposob podczas wielu lat rozpoznawano
obrazy i ksztaltowano ich nazwy. Wobec czego, jak elementy garderoby
byly rozpoznawane w czasie oraz jak je selekcjonowano i dobierano.
Te sama, droge mozemy zastosowaé dla komputera, jednak wymaga
ona nalozenia innych ograniczein. W tym celu postuzymy sie zbiorem
danych przewidzianym do uczenia i analizy poréwnawczej algorytmow
Fashion MNIST. Zbor posiada 70 tysiecy obrazow (60 tys. obrazow
treningowych, 10 tys. obrazow testowych) w skali szarosci od 0 do 255
i rozmiarze 28x 28 pikseli, podzielone na 10 kategorii. Upraszczajac ro-
zumowanie, bedziemy rozpoznawaé na obrazie podstawowe 10 réznych
rodzajow garderoby, takie jak: koszule, spodnie, sukienki czy buty.

Jak wida¢ na rysunku 2.2, kazdy pojedynczy element z prostokat-
nych elementéw siatki przedstawia wycinek ze zbioru danych biblioteki
i zawiera sie w rozmiarze 28 x28 pikseli. Skala szarosci poszczegélnych
pikseli miedci sie w przedziale od 0 do 255. Na rysunku 2.3 pokazano
jeden z obrazéw biblioteki Fashion MNIST.
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Rysunek 2.3: Jeden z elementéw zbioru Fashion-MNIST

Przeanalizujmy teraz, jakie informacje mozemy odczytaé z danego
zbioru danych. Kazdy obraz to ztozenie 784 wartosci (28 x28), a kazdy
piksel miesci sie w przedziale od 0 do 255 w skali szarosci. Przyjmijmy
zatem, ze te niewiadome stanowia wartos¢ X. Kolejna informacja jest
zbidr, ktory posiada 10 réznych typoéw obrazow, a zatem jest to wartosé
Y. W dalszej czesci chcemy sie dowiedzieé, w jaki sposob Y jest funkcja
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X. W tym celu stworzymy wieksza, ilo$¢ neuronéw, z ktorych kazdy
zostanie nauczony parametréw, wobec czego powstanie syntetyczna
funkcja. Takie podejscie zapewni nam mozliwo$é dopasowania wzorca
do pozadanej odpowiedzi.

Etykieta Nazwa

T-shirt
Trouser
Pullover
Dress
Coat
Sandal
Shirt
Sneaker
Bag
Ankle
boot

© 00 3 O Tt W+~ O

Tablica 2.1: Numery 10 typéw obrazow

Podczas trenowania sieci neuronowej wezytujemy do kazdego neu-
ronu z osobna wartosci X, natomiast wszystkie wagi M oraz przesu-
niecia C' zostaja zainicjalizowane losowo. Podczas sumowania wartosci
wyjsciowych dla kazdego z neuronéw, kazdy z nich wygeneruje pewna
wartosé. Dzialanie to jest wykonane dla wszystkich neuronéw w war-
stwie wyjsciowej. Wobec czego neuron zerowy poda wartos¢ prawdo-
podobienistwa, z jaka piksele odpowiadaja etykiecie zerowej, neuron
pierwszy poda wynik prawdopodobienistwa dla etykiety pierwszej i tak
po kolei dla kazdego neuronu. W koricowym etapie bedziemy chcieli
dopasowaé uzyskang warto$é do zadanego wyniku. Poszukiwanym
obrazem jest koszulka but.

Przyjrzyjmy sie i przeanalizujmy kod programu przedstawiony na
rysunku 2.4. W niniejszym artykule bedziemy opisywaé¢ strukture
programu w jezyku Python. Na poczatek dodajemy obstuge biblioteki
TensorFlow oraz obstuge pakietu Kears. Sam pakiet Kears zawiera ob-
shuge wbudowanych zbioréw danych, w tym zbiory treningowe i testowe.
Pakiet zostal wykorzystany na potrzeby niniejszego opracowania, w celu
przedstawienia jak najprostszej formy obstugi uczenia maszynowego,
aby nie obciaza¢ odbiorcy nadmierng liczba nowych nazw i koncepcji.
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# TensorFlow and tf.keras
import tensorflow as tf

# Helper libraries
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

fashion_mnist = tf.keras.datasets.fashion_mnist

(train_images, train_labels),
(test_images, test_labels) = fashion_mnist.load_data()

train_images = train_images / 255.0
test_images = test_images / 255.0

model = tf.keras.Sequential([
tf.keras.layers.Flatten(input_shape=(28, 28)),
tf.keras.layers.Dense(128, activation='relu'),
tf.keras.layers.Dense(10)

D

model.compile(optimizer="adam",
loss=tf.keras.losses.SparseCategoricalCrossentropy(from_logits=True),
metrics=['accuracy'])

model.fit(train_images, train_labels, epochs=10)

Rysunek 2.4: Kod programu

Kolejna linijka kodu odpowiada za uzyskanie zbioréw treningowych
i testowych (rys. 2.5).

(train_images, train_labels),
(test_images, test_labels) = fashion_mnist.load_data()

Rysunek 2.5: Kod programu

Jako wynik operacji - data.load data otrzymujemy dwa zbiory
danych. Pierwszy, treningowy zbiér danych stanowi tablica o nazwie
training images, ktora zawiera w swojej strukturze 60 tys. tablic
treningowych, weczytane rysunki o rozmiarach 28x28 pikseli, a takze
tablice training labels, ktora zawiera 60 tys. warto$ci w przedziale
od 0 do 9. Drugi testowy zbiér stanowi tablica o nazwie test images,
ktora zawiera w swojej strukturze 10 tys. tablic testowych, wczytane
rysunki o rozmiarach 28 x 28 pikseli, a takze tablice training labels,
ktora zawiera 10 tys. warto$ci w przedziale od 0 do 9.

Zadaniem, jakie stoi przed nami, jest dopasowanie obrazéw treningo-
wych do etykiet treningowych, aby uzyskaé¢ jak najlepsze dopasowanie.
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train_images = train_images / 255.0
test_images = test_images / 255.0

Rysunek 2.6: Kod programu

Przy tym zabezpieczymy sie¢ na wypadek dostepu do danych testowych.
Nastepnym krokiem jest normalizowanie obrazu. Polega ono na tym,
ze podzielimy kazda tablice przez wartos¢ 255, co odpowiada pozio-
mowi szarodci, a w konsekwencji da reprezentacje pojedynczego piksela
wartodcia 0 lub 1. Proces ten przeprowadza sie w celu polepszenia
wydajnosci w czasie trenowania sieci neuronowej (rys. 2.6). Nastepnie
definiujemy sie¢ neuronowa, ktoéra tworzy model (rys. 2.7). Czesé ta
zostalta opisana ponizej.

model = tf.keras.Sequential([
tf.keras.layers.Flatten(input_shape=(28, 28)),
tf.keras.layers.Dense(128, activation='relu'),
tf.keras.layers.Dense(10)

D)

Rysunek 2.7: Kod programu

Przyszed! czas na najwazniejsza czesé, definiujaca kompilacje mo-
delu, gdzie wybieramy funkcje straty i optymalizator (rys. 2.8). Wybor
odpowiedniego optymalizatora wiaze sie z odpowiednig wiedzg na temat
rozwigzywania probleméw sztucznej inteligencji. W zadanym przy-
padku postuzymy sie funkcja straty, ktora jest rzadka kategoryczna
entropia krzyzowa. Polega ona na tym, ze zamiast probowaé prze-
widywaé¢ pojedyncza liczbe, ktora ma byé rozwiazaniem, ustalamy
kategorie.

model.compile(optimizer="adam',
loss=tf.keras.losses.
SparseCategoricalCrossentropy(from_logits=True),
metrics=['accuracy'])

Rysunek 2.8: Kod programu

Podobnie rzecz sic ma do wyboru optymalizatora. Wazne jest, aby
pracowal on z odpowiednig wydajnodcia, gdyz bedziemy analizowaé

[Pu Projekt pt.: ,MODELOWE ROZWIAZANIA NA TRUDNE WYZWANIA - Plan Rozwoju Lokalnego i Instytucjonalnego Stalowej Woli”
wspotfinansowany jest ze Srodkéw Norweskiego Mechanizmu Finansowego 2014-2021 (85%) oraz Budzetu Panstwa (15%). @

Norway
grants Wspoinie dzialamy na rzecz Europy zielonej, konkurencyjnej i sprzyjajacej integracji spolecznej.



2.5 Wykrywanie cech w obrazach 31

zbiér danych o wielkosci 60 tys. obrazéw treningowych. W naszym
wypadku zastosujemy optymalizator adam, ktéry jest ulepszeniem
stochastycznego spadku wzdluz gradientu.

model.fit(train_images, train_labels, epochs=10)

Rysunek 2.9: Kod programu

Kolejna linijka programu odpowiada za dopasowanie - w czasie
dziesieciu epok - obrazéw treningowych do etykiet treningowych (rys.
2.9), po czym uruchamiamy skrypt.

Lk 1 )

T-shirt/top Tshirt/top

[

Pullover Sneaker Pullover Sandal Sandal

Ankle boot T-shirt/top

1

T

T-shirt/top Ankle boot Sandal Sandal
Tshirt/top

Coat

Rysunek 2.10:  Zbiér pojedynczych grafik

Ankle boot

=

Dress Touser

Na koniec mozemy oceni¢ dokladnosé uczenia sieci neuronowe;j.
W tym celu przekazemy do wytrenowanego modelu obrazy i etykiety
przeznaczone do testow (rys. 2.10), aby moc prognozowac, co widzi na
kazdym z obrazéw.
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Rozpoznawanie ksztattéow

Dotarlismy do ostatniego punktu. Przystapimy wiec do uruchomienia
naszego programu, ktéry zaczyna trenowaé sie¢ - epoka po epoce. Na
koniec uzyskujemy wynik, jak wida¢ na rysunku 2.11.

Epoch 1/10
1875/1875 [ ] - 5s 2ms/step - loss: ©.5003 - accuracy: 0.8246
Epoch 2/10
1875/1875 [ ] - 4s 2ms/step - loss: ©.3746 - accuracy: 0.8648
Epoch 3/10
1875/1875 [ ] - 4s 2ms/step - loss: ©.3367 - accuracy: 0.8788
Epoch 4/10
1875/1875 [ ] - 4s 2ms/step - loss: ©.3126 - accuracy: 0.8854
Epoch 5/10
1875/1875 [ ] - 4s 2ms/step - loss: ©.2943 - accuracy: 0.8922
Epoch 6/10
1875/1875 [ ] - 4s 2ms/step - loss: ©.2805 - accuracy: 0.8961
Epoch 7/10
1875/1875 [ ] - 4s 2ms/step - loss: ©.2681 - accuracy: 0.9009
Epoch 8/10
1875/1875 [ ] - 4s 2ms/step - loss: 0.2561 - accuracy: 0.9048
Epoch 9/10
1875/1875 [ ] - 4s 2ms/step - loss: 0.2484 - accuracy: 0.9082
Epoch 10/10
1875/1875 [ ] - 4s 2ms/step - loss: 0.2401 - accuracy: 0.9111

<keras.callbacks.History at ©x7fd2f99f6490>
Rysunek 2.11: Trenowanie zbioru

Model, korzystajac z danych treningowych, uzyskatl doktadnosé
bliska 91% podczas obliczen w zaledwie 10 epokach. Spojrzmy teraz
jak wyglada sytuacja z danymi testowymi.

313/313 - 1s - loss: @.3366 - accuracy: 0.8812 - 529ms/epoch - 2ms/step

Test accuracy: ©.8812000155448914

Rysunek 2.12: Trenowanie zbioru testowego

Tu, po jednej epoce, otrzymaliSmy wynik 88,12%, co jest wynikiem
gorszym od wyniku dla danych treningowych, lecz nie odbiega znaczaco
od niego. Roznica taka zdarza sie do$é¢ czesto. Wynika to z faktu,
ze podczas uczenia sieci neuronowej, potrafi ona dobrze dopasowaé
dane wejsciowe do danych wyjsciowych, za pomoca ktérych zostata
ona wytrenowana.

Samo uczenie przebiega na zasadzie wnioskowania na podstawie
przeanalizowanych przykladow, gdzie proces rozpoznaje jak wyglada
dany element, taki jak sweter czy but (rys. 2.13).
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Rysunek 2.13: Trenowanie zbioru testowego

Analiza wynikow

Znamy juz dokladno$é wytrenowania modelu podczas uzycia zbioru
testowego. Teraz zastandéwmy sie, jak przeprowadzane jest testowanie
i wnioskowanie. Otrzymany zbiér klasyfikacji, ktory otrzymalismy
po przekazaniu obrazéw testowych do metody model.predict zostal
przedstawiony ponize;j.

array([1.2184351e-07, 6.0797112e-10, 1.5039088e-08, 1.7623728e-09,
1.9998125e-09, 1.3366874e-03, 1.896758%e-07, 3.8073987e-02,
3.3286156e-08, 9.6058887e-01], dtype=float32)

Rysunek 2.14: Wynik dla trenowanej sieci

Otrzymana tablica zawiera wyniki dla 10 neuronéw wyjsciowych.
Przypisana etykieta jest faktycznym odzwierciedleniem klasy elementu
odziezy. Wartosci oznaczaja prawdopodobienstwo, z jakim dany obraz
odpowiada danej etykiecie. Wobec czego uzyskujemy informacje, ze
z prawdopodobieristwem wynoszacym 96,05% element z indeksem 0
bedzie mial etykiete rowna 9. Dokonujac oceny wiemy, ze ten element
ma taka etykiete, wobec czego prognoza jest prawidtowa.

Powyzsze wyniki odnosza sie do przypadku, w ktorym trenowali-
smy sie¢ tylko przez czas dziesieciu epok. Oznacza to w praktyce, ze
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pie¢ razy wykonalisémy cala petle treningowa. W tym czasie losowo
zainicjalizowalis$my neurony poréwnaniu ich z etykietami, sprawdze-
niu wydajnosci za pomoca funkcji straty oraz wykonaniu aktualizacji.
Otrzymane wyniki sa catkiem dobre i wynosza 91% dla danych trenin-
gowych 1 88,12% dla danych testowych.
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Leszek Klich

Wstep

Jedna z najwazniejszych zalet jezyka Python jest z pewnoscia jego
uniwersalnosé. Przy pomocy tego jezyka mozna zaprogramowaé strone
internetows, program na komputery biurkowe, skrypt administracyjny
lub... gre. I wlasnie tym tematem zajmiemy sie w niniejszym roz-
dziale. Cho¢ tworzenie gier jest procesem skomplikowanym, to przy
wykorzystaniu odpowiednich narzedzi programowanie prostych gier
planszowych, logicznych czy zreczno$ciowych wcale nie musi by¢ trudne.
Wystarczy siegnaé po jezyk Python i wybraé jedna z wielu darmowych
bibliotek przeznaczonych do tworzenia gier. Dzieki temu, w bardzo
krotkim czasie, mozna poznaé podstawy pisania gier.

W tym rozdziale zapoznamy sie z popularna biblioteka PyGame,
ktora utatwia i przyspiesza tworzenie gier. Dzieki wielu funkcjonalno-
Sciom oraz prostocie biblioteka wymaga jedynie podstawowych umiejet-
nosci z zakresu programowania w jezyku Python. W ramach rozdziatu
zaprogramujemy prosta gre typu ,,pong”’, w ktorej bedziemy odbijaé¢
piteczke przy pomocy paletki. Aby uatrakcyjnié¢ gre zaprogramujemy
takze prosta punktacje.
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Biblioteka PyGame

PyGame to popularna biblioteka dla jezyka Python, ktéra oferuje ze-
staw funkcjonalnosci utatwiajacych tworzenie gier. Jakie to utatwienia?
Na przyktad interfejs graficzny, gotowe funkcje rysowania, matematyka
wektorowa, wykrywanie kolizji pomiedzy obiektami, manipulacja pikse-
lami, transformacje, filtry, obstuga czcionek czy klawiatury oraz myszki.
Biblioteka ukrywa przed programista mechanike niskiego poziomu, ofe-
rujac w zamian prostote i szybko$¢ programowania. Istotna cechg jest
jej multiplatformowo$é, co oznacza, ze przy jej pomocy mozna tworzy¢
gry dla system6éw Windows, Linux czy MacOS. Co wiecej, gry napisane
w PyGame moga dziataé¢ takze na telefonach i tabletach z systemem
Android. Oto kilka podstawowych zalet biblioteki:
e Jest darmowa, a dzieki temu mozna przy jej pomocy tworzyé
zaréwno darmowe, jak i ptatne gry.
e Uzywa jezyka C, a to oznacza, ze dziala bardzo szybko. Moze
takze wykorzysta¢ wielordzeniowe mikroprocesory.
e Prosta i tatwa w uzyciu, a dzieki temu programowaniem gier
moga zajacé sie nawet dzieci.
e Bardzo popularna i dobrze udokumentowana.

Instalacja biblioteki

Aby zainstalowaé jezyk Python w systemie Windows skorzystaj z In-
strukcji instalacji oprogramowania Python, ktéra zostala szczegdélowo
opisana w zalaczniku A.

Zanim rozpoczniemy pisanie gry musimy zainstalowa¢ biblioteke
PyGame. Aby to zrobié¢ nalezy uruchomic¢ srodowisko Thonny i z menu
Narzedzia wybra¢ polecenie Otwoérz powloke systemows, jak
zostalo to przedstawione na rysunku 3.1.

Marzedzia Pomoc
Zarzadzaj pakietami...
Otworz powloke systemowa...

Otworz folder programu Thonny ...
Otworz folder danych Thonny ...

Zarzadza] wtyczkami...

Opgje...

Rysunek 3.1: Uruchamianie powtoki systemowej w §rodowisku Thonny
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Biblioteke zainstalujemy z poziomu powloki systemowej, wpisujac
w oknie polecenie: pip install pygame <Enter>. Polecenie pip
pobierze i zainstaluje biblioteke (moze to troszke potrwaé¢ w zaleznosci
od szybkosci tacza internetowego). Po zainstalowaniu biblioteki, proces
przygotowania srodowiska pracy jest zakoriczony i mozemy rozpoczaé
nauke programowania.

Podstawy programowania gier

Jesli zostata zainstalowana biblioteka PyGame, mozna przystapi¢ do
napisania pierwszego programu. Na poczatek bedzie to co$ bardzo
prostego. Otwoérz srodowisko programistyczne Thonny i wpisz w nim
nastepujacy kod:

import pygame

pygame.init ()

Listing 3.1: Pierwszy program

Gdy upewnisz sie, ze nie popelnites btedu, musisz teraz uruchomié
program. Istnieje wiele mozliwo$ci uruchomienia programu. Poni-
zej prezentuje kilka przykladow. Przetestuj je wszystkie i wybierz
najwygodniejszy sposob.

Definicja 3.1 — Uruchamianie programu. Uruchomienie programu
w $rodowisku Thonny moze odbywacé si¢ na kilka sposobéw. Przete-
stuj wszystkie ponizsze sposoby uruchamiania programu i wybierz
swoj ulubiony:

e wciskajac przycisk F5;

e przy pomocy menu Uruchom —> Uruchom aktualny skrypt;

e przy pomocy paska narzedzi, klikajac myszka na przycisk

strzaltki.

Uwaga - jesli po raz pierwszy uruchamiasz program, edytor Thonny
zapyta o nazwe pliku i zapisze skrypt w wybranym folderze. Podaj
zatem nazwe pliku (unikaj spacji oraz polskich znakéw w nazwie
pliku), wybierz folder, w ktérym powinien by¢ zapisany program
1 zapisz program.

Na rysunku 3.2 wida¢ wynik dziatania programu. Ekran podzie-
lony jest na dwie sekcje. Goérna sekcja to edytor kodu zrédtowego, do
ktorego wpisalismy kod naszego pierwszego programu. Druga (dolna)
sekcja to powtoka, w ktorej widoczny jest efekt dzialania programu,
a raczej komunikaty, ktére dotycza jego dziatania. Teraz omoéwimy
wpisany kod. Pierwsza linia import pygame oznacza zaimportowanie
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arapy
import pygame

pygame. init ()|

Powloka
>>>
pygame 2.1.2 (SDL 2.0.18, Python 3.7.9)

>>>

Rysunek 3.2: Srodowisko Thonny z uruchomionym programem
w Thonny IDE

biblioteki PyGame. W ten sposéb poinformowalismy Pythona, ze
w naszym programie chcemy wykorzysta¢ biblioteke. Kolejna linia to
inicjalizacaja biblioteki, czyli wykonanie niezbednych czynnosci, ktore
sprawig, ze biblioteka bedzie poprawnie dziataé. Aby zakoniczyé dzia-
tanie programu, kliknij myszka na przycisk Stop lub uzyj kombinacji
klawiszy Ctrl+F2.

Jak na razie nasz program nie robi zbyt wiele, ale zaraz to zmienimy.
Przede wszystkim sprobujemy wyswietli¢ okno naszej gry. W tym celu
utworzymy sobie zmienng o nazwie ekran i przypiszemy do niej nowy
obiekt okna: ekran = pygame.display.set_mode((rozmiarX, rozmiarY)).
Jak widaé¢ metoda set mode przyjmuje dwa argumenty, gdzie roz-
miarX oznacza rozmiar naszego okna (gry) w poziomie, za$ zmienna
rozmiarY jego wysoko$¢. Zmodyfikujmy zatem program do nastepu-
jacej postaci:

import pygame

pygame.init ()
ekran = pygame.display.set_mode ( (800, 600))

Listing 3.2: Tworzymy okno gry

Ponownie uruchom program. Jesli powyzszy kod zostal wpisany
bezbtednie, powinno wyswietli¢ sie okno naszej gry, jak wida¢ na
rysunku 3.3. Aby zakonczy¢ dziatanie programu, kliknij myszka na
przycisk Stop lub uzyj kombinacji klawiszy Ctrl+F2. Mozesz sprobo-
wacé zmodyfikowaé rozmiar okna i dostosowaé jego wielkosé do wlasnego

wspotfinansowany jest ze Srodkéw Norweskiego Mechanizmu Finansowego 2014-2021 (85%) oraz Budzetu Panstwa (15%).
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pygame window

Rysunek 3.3: Okno gry napisane przy pomocy biblioteki PyGame

ekranu. Pamietaj jednak, ze istnieje wiele r6znych monitoréw o réznych
rozdzielczo$ciach i ustawienie zbyt duzego rozmiaru moze spowodo-
waé, ze gra sie nie wyswietli. Wtlasnie dlatego uzyliSmy dosé¢ niskich
parametrow rozmiaru. W dalszej czesci zmodyfikujemy nasza gre,
aby uruchamiata si¢ na pelnym ekranie, niezaleznie od parametréw
monitordw!

Spéjrzmy jeszcze raz na nowo utworzone okno gry z rysunku 3.3.
Na belce tytutowej widnieje domy$lnie wygenerowany tytul pygame
window. Aby go zmieni¢ i dodaé¢ wlasny tytul, np. z nazwa gry,
wystarczy doda¢ nowg linie programu i ustawi¢ wlasciwo$é okna przy
pomocy polecenia pygame.display.set_ caption("Prosta gra PONG").
Zatem teraz, kod naszej gry bedzie wygladal nastepujaco:

import pygame
pygame.init ()

ekran = pygame.display.set_mode ( (800, 600))
pygame.display.set_caption("Prosta gra PONG")

Listing 3.3: Dodajemy tytul do okna gry

Ponownie uruchom program i zwréé uwage, czy tytul okna zawiera
prawidtowy tekst. W ten sposéb przygotowalismy okno gry i poprawnie
je nazwaliSmy. Teraz zajmiemy sie bardzo istotnym tematem: obsluga
zdarzen.
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Jak mozna zauwazy¢, uruchamiajac nasza gre, otworzone okno nie
odpowiadato na zamkniecie i nie zamykalo sie, gdy prébowaliémy to
zrobi¢. Dopiero zatrzymanie programu powodowalo, ze okno zostalo
zamkniete. Przyczyna tego jest wlagnie brak zaprogramowanej reakcji
na zdarzenia. Wyjasnijmy najpierw, co to sg zdarzenia.

Definicja 3.2 — Zdarzenia (Events). Termin zwigzany z programo-
waniem, opartym na zdarzeniach. Wszystko, co dzieje sie podczas
dziatania dowolnego programu, tak naprawde opiera sie na genero-
waniu zdarzen. Dla przyktadu - podczas poruszania myszka, system
operacyjny generuje zdarzenie, ktére zawiera sam fakt porusze-
nia myszka, ale takze zwraca aktualng pozycje wskaznika myszy.
W przypadku, gdy nacisniesz klawisz na klawiaturze, generowane
jest zdarzenie, informujace, ze wtasnie nacisnieto klawisz. Albo gdy
klikniesz myszka przycisk w dowolnym programie, generowane jest
zdarzenie o tym fakcie.

Ze zdarzeniami wiaze si¢ temat obstugi zdarzenn. Oznacza to,
ze aby przechwyci¢ wystepujace zdarzenie, nalezy go ,wylapac”
i obstuzy¢, czyli zaimplementowaé obstuge zdarzenia. Nasza gra
réwniez bedzie odczytywaé zdarzenia zwigzane z oknem i stanem
gry i podejmowaé¢ odpowiednie dziatania. Dla przyktadu - jesli
uzytkownik weciénie przycisk strzatki w lewo, gra przechwyci te
informacje (zdarzenie) i odpowiednio przekieruje obiekt paletki
w lewo. W przypadku, gdy uzytkownik chce zakoriczy¢ gre, kliknie
przycisk zamkniecia okna, wowczas gra powinna zakonczy¢ dziatanie.

DSH 0% w
gra.py *

import pygame

pygame.init()

ekran = pygame.display.set_mode( (800, 600))
pygame.display.set_caption("Prosta gra PONG")

while True:
for event in pygame.event.get():

if event.type == pygame.QUIT:
exit(0)

Rysunek 3.4: Obstuga zdarzenia zamkniecia okna gry

Zaprogramujmy zatem petle, ktéra bedzie zbieraé¢ wszystkie zda-
rzenia i reagowa¢ wylacznie na zdarzenie zakonczenia gry (czyli okna).
Wprowadz dodatkowy kod do naszej gry (rys. 3.4). Jak widaé¢, wpro-
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3.3 Podstawy programowania gier 41

wadziliémy niekoriczacy sie petle, w ktorej pobieramy liste zdarzen gry
(wiersz 10). Teraz sprawdzamy wszystkie zdarzenia w kolejce i przeszu-
kujemy je pod katem wystapienia zdarzenia QUIT, czyli zakoriczenia
gry (wiersz 11). Jesli takie zdarzenie nastapi, konczymy program
(wiersz 12). Sprobuj uruchomié¢ program ponownie i zamknaé¢ go, kli-
kajac krzyzyk zakonczenia w oknie. Tym razem program zakoriczyt
sie poprawnie, co oznacza, ze przechwytywanie zdarzen zadziatato! Na
razie zajmiemy sie budowg pola gry, zas do zdarzein wrécimy niebawem.

Teraz zaprogramujemy pitke i wprawimy ja w ruch. Spéjrz na
obrazek 3.5 i wprowadz do gry dodatkowe wiersze z obrazka.

D@ Ol )

import pygame

grapy

3 pygame.init()

ekran = pygame.display.set_mode((800, 600))
pygame.display.set_caption("Prosta gra PONG")

szybkosc = [4, 4]
10 pilka = pygame.Rect((400, 20), (10, 10))

while True:
for event in pygame.event.get():
1 if event.type == pygame.QUIT:
15 exit(0)

pilka.right += szybkosc[0]
pilka.top += szybkosc[1]

ekran. fill((255, 255, 255))
pygame.draw.circle(ekran, (0, 0, 0), pilka.center, pilka.width)

pygame.display.flip()
pygame. time.delay(15)

Rysunek 3.5: Kod tworzacy pitke oraz jej podstawowy ruch

Jak widaé, pojawily sie nowe wiersze. W wierszu 10 utworzyli-
smy obiekt Rect, ktory jest charakterystyczny dla biblioteki PyGame.
Przechowuje on wspoélrzedne prostokatne. Dzieki temu mozemy two-
rzy¢ obiekty typu Rect, oznaczajace ich granice. W tym przypadku
utworzylismy obiekt Rect, zaczynajacy sie od X = 400 (oznacza $rodek
ekranu - poniewaz caly ekran w poziomie = 800, to 800/2 = 400 oraz
Y = 20, za$ obiekt bedzie rozpoczynat sie o 20 punktéw od gornej
granicy ekranu). Dodatkowo okreslilismy wielko§¢ przestrzeni jako 10
punktéow w poziomie oraz 10 punktéw w pionie. Problem w tym, ze
samo zadeklarowanie nie zadziala, bowiem w wierszu 10 tylko zadekla-
rowalismy obiekt pilka. Nalezy go jeszcze narysowaé. I tym zajmuje
sie wiersz 22, umieszczony w petli gtéwnej, co oznacza, ze bedzie sie
ciggle uruchamiat. Przesledzmy teraz wiersze, ktore zostaty dodane,
lecz nie zostaly opisane.
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42 Rozdziat 3. Prosta gra w Pythonie

e W wierszu 8 zadeklarowalismy liste o nazwie szybkos$é, zawie-
rajaca dwa parametry. Bedziemy ich uzywaé¢ do kontrolowania
szybkosci przemieszczania obiektu pilka.

e Wiersz 17 i 18 odpowiada za przesuniecie obiektu pilka w prawy
dolny rég oraz od géry w dot, z zadeklarowana szybkoscia.

e W wierszu 20 czyscimy ekran, wypelniajac go bialtym kolorem.

e Wiersz 22 odpowiada za narysowanie okregu (piteczki) na ekranie
w czarnym kolorze (0, 0, 0). Center to punkt srodkowy okregu.

Doktadniejszego wyjasnienia wymaga wiersz 24 oraz 25. Do wy-

$wietlania ekranu uzywamy metody flip(), ktora daje nam mozliwosc¢,
tak zwanego, podwodjnego buforowania. Aby zrozumieé dziatanie tego
popularnego mechanizmu w §wicie gier, wystarczy wyobrazi¢ sobie
kartke papieru. Ma ona dwie strony, za$ pokazujemy widzowi jedynie
jedna ze stron. Druga zas w tym czasie rysujemy i gdy skoriczymy ry-
sowaé, wykonujemy flip(), czyli odwracamy kartke. Dzieki temu mozna
wyeliminowaé¢ lub zminimalizowaé¢ wszelkie artefakty rysowania i obraz
jest lepszy. Jesli chodzi o wiersz 25, w ktérym uzyliSmy opo6znienia
o wartosci 15 milisekund. Opéznienie stuzy do spowolnienia naszej gry.
Oczywiscie mozesz usungé te linie i sprobowaé¢ manipulowaé predko-
Scig pileczki i pltynnoscia gry zmieniajac wartosci zmiennej szybkosc.
Praktyka jednak wykazuje, ze czasami dodanie opdznienia w postaci
delay(), daje nam lepsza elastyczno$¢é wplywania na ptynnosé dziatania
gry. Czas zatem uruchomié nasza gre. Po uruchomieniu zobaczysz, ze
piteczka upada z gory w dot kierujac sie do prawego rogu. Nastepnie
pitka znika z ekranu i... nie dzieje sie nic. Jest to zachowanie najzu-
petniej prawidlowe, poniewaz nie okresliliSmy ograniczen i warunkéw,
ktore zadziataja, gdy piteczka "wyjedzie" poza ekran. Sprobujemy to
teraz naprawic.

W ponizszym listingu wprowadziliémy ograniczenia dla przemiesz-

czajacej sie pitki. Jesli gorna lub dolna czesé pitki znajduje sie u gory
(0) lub na dole (600) ekranu, to zmieni sie jej kierunek ruchu w pionie.

import pygame
pygame.init ()

ekran = pygame.display.set_mode ( (800, 600))
pygame.display.set_caption ("Prosta gra PONG")

szybkosc = [4, 4]
pilka = pygame.Rect ( (400, 20, (10, 10))

while True:
for event in pygame.event.get ()
if event.type == pygame.QUIT () :
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exit (0)

pilka.right += szybkosc[0]
pilka.top += —-szybkosc[1l]

if pilka.top <= 0 or pilka.bottom >= 600:
szybkosc[1l] = —-szybkosc[0]

if pilka.right >= 800:
szybkosc[0] = —-szybkosc[0]

if pilka.left <= 0:
szybkosc[0] = —-szybkosc[0]

ekran.fi11 ((255, 255, 255))

pygame.draw.circle (ekran, (0, 0, 0), pilka.center, pilka.
width)

pygame.display.flip()
pygame.time.delay (15)

Listing 3.4: Implementacja odbijania sie pitki od §cian okna

[ ] Prosta gra PONG

Rysunek 3.6: Niekoriczace sie odbijanie pitki w oknie

Analogicznie w przypadku, gdy pileczka zblizy sie do prawej lub
lewej czedci ekranu, zmieni kierunek na przeciwny. Dzieki temu otrzy-
mujemy niekoriczaca sie petle, odbijajacej sie piteczki od §cian ekranu
gry. Uruchom gre i sprawdz jak pileczka wedruje po ekranie i odbija
sie od Scian.
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44 Rozdziat 3. Prosta gra w Pythonie

while True:
for event in pygame.event.get () :
if event.type == pygame.QUIT:
exit (0)

# kontrola paletki przy pomocy myszki
elif event.type == pygame.MOUSEMOTION:
paletka.centerx = event.pos[0]
# korekta paletki gdy wyjdzie poza okno gry
if paletka.left < 0:
paletka.left = 0
elif paletka.right >= 800:
paletka.right = 800

# kontrola paletki przy pomocy strzatek lewo/prawo

if event.type == pygame.KEYDOWN:
if event.key == pygame.K_LEFT and paletka.left > O:
paletka.move_ip (=5, 0)
elif event.key == pygame.K_RIGHT and paletka.right <
800:

paletka.move_ip (5, 0)

Listing 3.5: Obstuga zdarzen myszki i klawiatury - sterowanie paletka

Uzyskany niewielkim naktadem pracy efekt, wydaje sie by¢ mity
dla oka, lecz szybko sie znudzi. Narysujmy wiec paletke, ktorg be-
dzie mozna przesuwaé przy pomocy myszki lub klawiszy <— oraz —>.
Spojrz na powyzszy listing, ktory zawiera zmodyfikowany kod naszej
gry. Obejmuje on obstuge zdarzenn myszki, czyli przesuwa paletke
w prawo lub w lewo, lecz tylko w przypadku, gdy paletka nie znajduje
sie w skrajnie lewym lub skrajnie prawym obszarze okna gry. Przechwy-
tujemy takze zdarzenia wcisniecia klawiszy strzatek - (K LEFT oraz
k RIGHT). Do przesuwania obiektu paletki, po wcisnieciu odpowied-
niego klawisza, uzyliémy metody move ip(x, y), ktora przyjmuje
dwa argumenty (x oznacza przesuniecie w poziomie), za$ y oznacza
przesuniecie w pionie. Jednoczes$nie przed przesunieciem kontrolujemy,
czy paletka nie przekracza wartosci minimalnej (0) i maksymalnej (800)
okna gry w poziomie.

Po uruchomieniu gry pileczka odbija sie od Scian, za§ paletka
reaguje na ruch myszka oraz klawisze strzatek. Jednak gdy pitka zderzy
sie z paletka, nie powoduje to jej odbicia. Zamiast tego, piteczka
sprzelatuje” przez paletke, ignorujac zasady fizyki. Musimy zatem
dopisaé jeszcze obstuge kolizji pileczki z paletks i zdecydowaé, co sie
wowczas powinno wydarzyé. Najpierw musimy zaprogramowac, aby
piteczka odbita sie od paletki. W tym celu wykorzystamy metode
colliderect(), ktora wykonamy na obiekcie pilka. Przyjmuje ona
argument obiektu, z ktérym nastepuje kolizja.
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if paletka.colliderect(pilka):
szybkosc[1] = -szybkosc[1]

Rysunek 3.7: Obstuga kolizji piteczki z paletka

Wprowadzenie jednego warunku, ktory zostal umieszczony na ry-
sunku 3.7, spowoduje, ze pitka bedzie za kazdym razem odbijaé¢ sie
od paletki w przypadku, gdy przy pomocy klawiszy lub myszki ,tra-
fimy” paletka w pitke. Na obecnym etapie nasza gra jest juz prawie
gotowa. Jest jednak troszke nudna, poniewaz gra jest niewrazliwa na
btedy gracza. Z tego powodu, nawet woéwczas, gdy piteczka upadnie,
nie ma to wplywu na dalsza gre. Dodajmy zatem efekt rywalizacji,
czyli punkty. Ustalmy tez proste zasady gry: za kazdym poprawnym
odbiciem piteczki, gracz otrzyma jeden punkt. W przypadku, gdy pi-
teczka upadnie, punkt zostanie odjety. Koniec gry nastepuje wowczas,
gdy gracz posiada zero punktéow i pitka ponownie upadnie. W tym
przypadku gra zostanie zakonczona.

elif pilka.bottom >= 600:
if punkty > 0:
punkty —= 1
else:
exit(@)

if paletka.colliderect(pilka):
szybkosc[1] = -szybkosc[1]
punkty += 1

Rysunek 3.8: Obstuga kolizji piteczki z paletka

Na rysunku 3.8 znajduje sie kod, ktéry implementuje obstuge
punktow zgodna z zasadami gry. Mozna juz przetestowaé gre, jednak
brakuje jeszcze jednego elementu - wyswietlania punktow. Oto gotowy
kod naszej gry, ktory uwzglednia wys$wietlanie zdobytych punktow:

import pygame
pygame.init ()

ekran = pygame.display.set_mode ( (800, 600))
pygame.display.set_caption ("Prosta gra PONG")
szybkosc = [4, 4]
punkty = 0

pilka = pygame.Rect ( (400, 20), (10, 10))
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paletka = pygame.Rect (400, 580, 100, 10)
font = pygame.font.Font (None, 40)

while True:
for event in pygame.event.get ():
if event.type == pygame.QUIT:
exit (0)

# kontrola paletki przy pomocy myszki
elif event.type == pygame.MOUSEMOTION:
paletka.centerx = event.pos[0]
# korekta paletki gdy wyjdzie poza okno gry
if paletka.left < 0:
paletka.left = 0
elif paletka.right >= 800:
paletka.right = 800

# kontrola paletki przy pomocy strzatek lewo/prawo

if event.type == pygame.KEYDOWN:
if event.key == pygame.K_LEFT and paletka.left > 0:
paletka.move_ip (-5, 0)
elif event.key == pygame.K RIGHT and paletka.right <
800:

paletka.move_ip (5, 0)

pilka.right += szybkosc[0]
pilka.top += szybkosc[1l]

if pilka.top <= 0 or pilka.bottom >= 600:
szybkosc[l] = —-szybkosc[l]

if pilka.right >= 800:
szybkosc[0] = —-szybkosc[0]

if pilka.left <= 0:
szybkosc[0] = —-szybkosc[0]

# pilka upadta - odejmij punkt lub zakoncz gre
# gdy gracz nie posiada juz zZadnych punktow
elif pilka.bottom >= 600:
if punkty > O:
punkty —= 1
else:
exit (0)

# obstuzymy zderzenie pitki z paletka
# jesli paletka trafi w pitke, dodajemy punkt
if paletka.colliderect (pilka):

szybkosc[1l] = —-szybkosc[1l]

punkty += 1

ekran.fill ((255, 255, 255))

pygame.draw.circle (ekran, (0, 0, 0), pilka.center, pilka.

width)

pygame.draw.rect (ekran, (0, 0, 0), paletka)

wynik = font.render ("Punkty: " + str(punkty), True, (O,
0, 0))

ekran.blit (wynik, (10, 10))
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pygame.display.flip()
pygame.time.delay (15)

Omowienia wymaga metoda blit(), wykorzystana do naktadania
obiektu punktéw na powierzchnie gry. Stuzy ona do rysowania obiektow
w oknie gry i ma postaé¢ screen.blit(wynik, (x,y)), gdzie wynik to obiekt,
ktory ma by¢ umieszczony na ekranie gry, zas (X, y) to pozycja w oknie,
od ktorej zostanie on umieszczony w oknie gry.

) Prosta gra PONG

Punkty: 3

Rysunek 3.9: Gotowa gra

Podsumowanie

W rozdziale zostaly opisane podstawy wykorzystania biblioteki Py-
Game. W ramach rozdzialu zostaly zaprezentowane absolutne pod-
stawy wykorzystania biblioteki. W praktyce, biblioteka jest na tyle
rozbudowana, ze pozwala na programowani o wiele bardziej skompliko-
wanych projektéw. Celem tego rozdzialu bylo jednak zaznajomienie
czytelnika z absolutnymi podstawami. W ramach praktyki stworzyli-
smy takze prosta gre typu ,pong”, ktérg mozna rozbudowaé o muzyke,
grafike, tryb dwuosobowy, czy lepsze algorytmy toru piteczki. Mam na-
dzieje, ze zaprezentowane materialy beda zacheta do zglebienia tematu
programowania gier przy pomocy jezyka Python.
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4.1

4.2

Weronika Wos

Wstep

Potega potegi. Tak, tytut tego rozdziatu jest zagadkowy. Sktada sie
z dwoch stow. Drugie ze stéw odnosi sie do dzialania matematycz-
nego - potegowania liczb. Natomiast pierwsze stowo ,potega” mowi
o niesamowitych wtasciwosciach, sile tego dziatania. O tym, jak po-
tegowanie jest niezwykle, czytelnik przekona sie, gdy pozna bajke
o krolu, szachach i ziarnach pszenicy. Zeby jednak ja dobrze zrozumieé
zaczniemy od przypomnienia takich pojeé, jak dziatanie potegi oraz
ciag geometryczny. Zapraszam!

Co to jest potega?

W tym podrozdziale podane sy podstawowe wlasnosci poteg. We
wszystkich ponizszych twierdzeniach zalozono, ze a jest liczba nie-
ujemna, to znaczy a > 0. Wartoéci poteg = oraz y, wystepujace we
wzorach, moga by¢ dowolne - bedziemy jednak rozwazaé¢ te wytacznie
naturalne.

Definicja 4.1 — Potega. Niech a bedzie liczba nieujemna (tzn. a >
0) oraz niech n bedzie liczba naturalna (tzn. n = 1,2,3,...).
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50 Rozdziat 4. Potega potegi

Wtedy potega n liczby a nazywamy wartos¢ a” =ag-a-a ... a.
—_—

n razy
Liczbe a nazywamy podstawa potegi, natomiast liczbe n nazywamy

wyktladnikiem potegi.
Dziatanie potegowania ma wiele waznych i przydatnych wlasnosci.
Ponizej zaprezentowane sg twierdzenia wraz z przyktadami, ktore te
wtlasnodci ilustruja.

Twierdzenie 4.1

a®-a¥=a*t¥

® Przyktad 4.1

22.23 = (2%).(2%)=(2-2)-(2-2-2)
:(2.2.2.2,2):25:22+3

| |
Twierdzenie 4.2
a® _ ay
aV¥
= Przyktad 4.2
u
Twierdzenie 4.3
(a®)Y =a®¥
m Przyktad 4.3
(42)3 — (42) . (42) . (42) =(4-4)-(4-4)-(4-4)
—4.4-4.-4.-4.4=46 =423
u
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Twierdzenie 4.4

(a-b)*=a"-b"

m Przyktad 4.4

(5-3>=(5-3)-(5-3)=5-3-5-3=5-5-3-3=52.32

n
Twierdzenie 4.5
a\* a”
() =%
® Przyktad 4.5
AV (A (A (a4 e _aaa a®
5)  \b 5 5/ 555 5.5-5 53
]
Twierdzenie 4.6
_ 1
a ¥ = F
m Przyktad 4.6 Rozwazmy liczbe A = ;—2
Wtedy, wykorzystujac Twierdzenie 4.2, otrzymamy, ze
7 35 —2
7 drugiej strony
73 777 1 1
A== = ==
™ oTeTT-T-7T 77T T2
Zatem
1
_ 2
A=7"*= -
]
EEM—W T wepiinansowan et 5 Srodhéw Norwesiego Heehanzmu Fnansowegd 2014.2021 (B5%) rse ucsels Paetwa (155%). @
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Twierdzenie 4.7

a%:\z/a

m Przyktad 4.7 Rozwazmy liczbe A = 35. Policzymy wartosé wyrazania

A, Korzystajac z Twierdzenia 4.3 mamy
5
A° = (3 ) —355-3-3
Zatem A® =3, a stad wynika, ze A = V/3, czyli

35 = V3

Twierdzenie 4.8
1

—Z
a Y =

yax

1

=4
1 Tw. 4.7 1
L 7

1 Tw. 4.3

4%

w trakcie przeksztalcen.
-1
2.(-1) Tw.43 <4%> Tw. 4.6 :
43

win

A

Wl

Rysunek 4.1: Przy liczeniu poteg czesto przydaje sie kalkulator
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wspotfinansowany jest ze Srodkéw Norweskiego Mechanizmu Finansowego 2014-2021 (85%) oraz Budzetu Paristwa (15%).
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m Przyktad 4.8 W tym przyktadzie, nad niektérymi symbolami réwno-
§ci, zamieszczone sa numery twierdzen, z ktérych trzeba skorzystaé
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4.3 Nazwy duzych liczb 53

Nazwy duzych liczb

W tej krotkiej sekeji podane beda nazwy liczebnikéw gltéwnych poteg
tysiaca, nazywanych tutaj po prostu duzymi liczbami. Nazwy te
odnosza sie do liczb o podstawie 10 i wyktadniku naturalnym, bedacym
krotnoscia trojki, takich jak: 103, 106, 10° (czyli tysiac, milion, miliard)
i wyzszych.

Liczba Liczebnik
103 tysiac
108 milion
10° miliard
1012 bilion
101° biliard
1018 trylion
102! tryliard
10% kwadrylion
10%7 kwadryliard
1030 kwintylion
1060 decylion
10600 centylion

Tablica 4.1: Nazwy duzych liczb

Wykorzystamy te tabelke w dalszej czesci.

Cigg geometryczny

Wtasnosci poteg, przypomniane w poprzednim paragrafie, sg bardzo
przydatne w zrozumieniu pojecia ciggu geometrycznego.

Definicja 4.2 Zalézmy, ze dany jest ciag liczbowy a,, = a1, as,as, ...
(ciag moze by¢ skornczony lub nieskonczony). Ciag ten jest geome-
tryczny, jezeli istnieje stata ¢, zwana ilorazem ciagu, dla ktorej
zachodzi wzor

Ap = Ap_1 * q dla kazdego n > 2

Inaczej mowiac ciag geometryczny jest to ciag liczbowy ay,
ktorego kazdy kolejny wyraz, od drugiego poczawszy, jest iloczynem
wyrazu poprzedniego i pewnej stalej ¢, nazywanej ilorazem ciggu.
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Twierdzenie 4.9 Jezeli ¢ # 0, a takze a; # 0, to powyzszy wzor
mozna zapisa¢ w postaci

an

bl
Gn—1

co ttumaczy nazwe liczby q.

® Przyktad 4.9 Dany jest ciag geometryczny a, = 3, 9, 27, 81, 243, ....
lloraz tego ciagu jest rowny 3, czyli ¢ = 3.

Pierwszy wyraz ciagu jest rowny 3, czyli a; = 3.

Drugi wyraz ciagu jest rowny 9, czyli as = 9.

Trzeci wyraz ciagu jest rowny 27, czyli ag = 27. (]

Twierdzenie 4.10 Jezeli a, jest ciagiem geometrycznym, a q ilorazem
tego ciagu, to dla kazdego n € N, zachodzi wzér na n-ty wyraz

ciaggu:

an =ay-q" L (4.1)

W powyzszym twierdzeniu widaé¢ zwiazek ciagu geometrycznego
z potegowaniem. Mianowicie, kazdy wyraz a,, ciagu moze by¢ obliczony
jako iloczyn pierwszego wyrazu aj i n-tej potegi ilorazu q. Zatem jezeli
znamy pierwszy wyraz ciagu i iloraz ciaggu geometrycznego mozemy
obliczy¢ dowolny wyraz tego ciagu.

m Przyktad 4.10 Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego o ilorazie ¢ = 5
jest réwny 3. Obliczymy dziesigty wyraz ciagu a1g. Mamy wszystkie
dane, aby skorzystaé¢ ze wzoru (4.1) na n-ty wyraz ciagu

ajo = 3- 5071 =5 859 375.

Powyzszy przyktad pokazuje pewna bardzo wazna ceche ciagdw
geometrycznych. Otoéz, jezeli iloraz g jest wiekszy od jedynki, to
kolejne wyrazy ciagu bardzo szybko rosna. Nazywamy to wzrostem
wykladniczym.

Spéjrzmy na rysunek 4.2. Zestawione sa na nim wzrost liniowy
i wyktadniczy. Wzrost liniowy zaklada, ze dane zjawiska przyrastaja
zawsze z takg sama dynamika, ktéra przypada na okreslong jednostke
czasu. Przyktadowo, jesli w ciagu jednej godziny fabryka moze wypro-
dukowaé¢ X jednostek produktu, to suma wyprodukowanych jednostek
w ciagu 5 godzin bedzie wynosita X + X+ X 4+ X+ X = 5X. To prosta
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zaleznos¢, ktoéra znamy wszyscy i postugujemy sie nig w codziennym
zyciu.

7 kolei wzrost wyktadniczy oznacza, ze pewne zmiany zachodza na
poczatku stosunkowo wolno, a po jakims czasie bardzo szybko. Taka
dynamika wzrostu moze czesto by¢ zaskakujaca. Jak mozna zauwazyé
na rysunku 4.2, wzrost wykladniczy przez jakis czas jest wolniejszy
od liniowego i wydaje sie, ze sa to bardzo powolne zmiany. Jednak
po przekroczeniu pewnej wartosci, czerwona linia wykazuje bardzo
gwaltowny, szybki wzrost. Ta wlasnie cecha decyduje o potedze
potegi, o ktorej jest mowa w tytule rozdziatu.

1200
—wzrost wyktadnicz:
1000 = Y
800 1
600 [ 1
400
200 1
0 I I
0 2 4 6 8 10

Rysunek 4.2: Wzrost wyktadniczy w poréwnaniu do wzrostu liniowego

Twierdzenie 4.11 Kazdy wyraz ciaggu geometrycznego, z wyjatkiem
pierwszego (i ostatniego dla ciagu skoriczonego), jest $rednia geome-
tryczna wyrazu poprzedniego i nastepnego:

An = y/Qn—1 * Qn+1-

Zalozmy, ze mamy ciagg geometryczny a, = ai, ag, as, .... Wtedy mo-
zemy obliczy¢ sume n sktadnikéw tego ciagu S, = a1 + as + - - + ayn.

n - sktadnikow

Twierdzenie 4.12 Suma n kolejnych wyrazoéw ciaggu geometrycznego
an Wyraza sie wzorem:

1—q"
S?’L = a - fq dla q sé 1, (42)
S, =aj-n dla qg=1.
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m Przyktad 4.11 Obliczmy sume pierwszych 10-ciu wyrazéw ciggu
geometrycznego a, = 1, 5, 25, 125, 625, .... Dla tego ciagu mamy
zatem a; = 1, ¢ = 5, oraz n = 10. Mozemy skorzystaé¢ ze wzoru (4.2)
na sume wyrazoéow ciaggu geometrycznego

1-5%  1-9765625

= =2 441 406.
1-5 —4 06

Sio=1"

Bajka o krélu, szachach i ziarnach pszenicy

Dawno, dawno temu zyt sobie krol. Byt to wtadca stary i znudzony.
Nie bawily go turnieje rycerskie, jazda konna, ani nawet fechtunek.
Nawet rozniecenie wojny uwazal za zajecie nudne i nie warte jego
trudu. Byl tak znudzony, ze rozestal wici po calym kraju i do panstw
odciennych, ze kto przyniesie interesujaca, ciekawg gre, tego nie minie
wysoka nagroda.

Krol czekal, czekal i czekal. Az pewnego dnia zjawil sie na zamku
pewien cztowiek, cudzoziemiec. Przybyt i rzekl:  Wielmozny Krolu!
Mam dla Ciebie gre, dzieki ktorej przestaniesz sie tak okropnie nudzié.”
Ta gra okazaly sie by¢ szchy. Krol byt zachwycony: ,, Nareszcie! Koniec
mojej udreki! Oto gra warta nagrody!”

Rysunek 4.3: Klasyczne szachy o 64 polach

Kroél postanowit ofiarowaé nieznajomemu przybyszowi wszystko,
czego ten zazgda. Cudzoziemiec poprosit zatem o pozornie skromna
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nagrode: ,, Najjasniejszy Krolu! Pragne dostaé kilka ziaren pszenicy.
Widzisz krolu te oto plansze do szachéw? Ma ona 64 pola. Pragne
aby na pierwsze pole potozono jedno ziarno pszenicy, na drugie pole
dwa ziarna pszenicy, na trzecie pole cztery ziarna, na czwarte pole
osiem ziaren i tak na kazde kolejne pole dwa razy wiecej ziaren niz na
poprzednie. Niech nastepnie dadza mi sume tych wszystkich ziaren.”

Krol sie tylko zasmial! Poprosit jednak cudzoziemca, aby ten po-
wiedzial, ile to bedzie workéw z ziarnem, bo worki wygodniej liczy¢.
Jednak wtedy nieznajomy tylko powtorzyt doktadnie swoja prosbe.
Nieco rozbawiony takim zachowaniem krol, poszed! wiec do swoich ma-
tematykow, zeby mu obliczyli, ile workdw ziarna zada 6w cudzoziemiec.
Gdy matematycy podali mu wynik, to niemal osiwial! Okazalo sie
bowiem, ze jest to ilo$¢ ziarna tak ogromna, ze ani w jego krélestwie,
ani nawet na caltym znanym S$wiecie nie sposob tyle zgromadzi¢!

Rysunek 4.4: Tlosé¢ ziaren potozonych na kilku pierwszych polach

N wspotfinansowany jest ze Srodkéw Norweskiego Mechanizmu Finansowego 2014-2021 (85%) oraz Budzetu Paristwa (15%).
lorway
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Cwiczenie 4.1 Zobaczmy, o jakiej liczbie ziaren pszenicy moéwil

sprytny cudzoziemiec. Ponizej przedstawmy doktadnie jego opis:
e na pierwszym polu szachowym kltadziemy 1 ziarno pszenicy,

na drugim polu ktadziemy 2 ziarna,

na trzecim polu ktadziemy 4 ziarna,

na czwartym polu ktadziemy 8 ziaren,

na kazde kolejne pole kladziemy dwa razy wiecej ziaren niz

na poprzednie,

(O oo
e postepujemy tak, az do ostatniego 64-go pola.
Jezeli doktadnie sie przyjrzymy, to zauwazymy, ze jest to opis ciagu

geometrycznego.
e ar =1,
e ag=2=1-2
e az=4=2-2
e ay=8=4-2
o .

® ags = a3 - 2.
Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego, o ktérym tu mowa, wynosi
a1 = 1. Tloraz tego ciagu geometrycznego, czyli liczba przez ktoéra
mnozony jest kazdy kolejny wyraz, wynosi ¢ = 2.
Policzmy zatem, ile ziaren pszenicy powinno byé¢ na ostatnim, sze$¢-
dziesiatym czwartym polu. W tym celu skorzystamy ze wzoru
(4.1):

agy = 1-26471 =263 = 9 293 372 036 854 775 808.

Ilos¢ ziaren na ostatnim polu szachowym jest ogromna! A ile ich
jest wszystkich? Sume ziaren policzymy korzystajac ze wzoru (4.2)
na sume ciagu geometrycznego:

—1

1-2% 1-2% _ g6
1-2 —1
— 18 446 744 073 709 551 615 ~ 18,5 - 10'8.

Ses=1-

Ta liczba jest tak duza, ze nawet trudno ja przeczytaé¢. Pomozemy
sobie korzystajac z Tablicy 4.1. Widzimy, ze 10'® jest to trylion.
Zatem cudzoziemiec poprosit o 18,5 trylionéw ziaren pszenicy!
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Rysunek 4.5: Ziarna pszenicy

Liczba o ktérej méwil nieznajomy jest naprawde ogromna. Krol
poprosit o informacje, ile to bedzie workéw z ziarnem. My policzymy
natomiast wage tych ziaren i poréwnamy z aktualng produkcja tego
zboza na $wiecie. Wykorzystamy w tym celu informacje, ze tysiac
ziaren pszenicy wazy okoto 40 g.

Cwiczenie 4.2 Rozpiszmy dokladnie rachunki.

1000 szt > 40g
18 446 744 073 709 551 615 szt > Tg

Korzystajac z proporcji otrzymujemy, ze

18 446 744 073 709 551 615szt - 40g
Tr =

1000 szt
= 737 869 762 948 382 064,6 g

~ 737 869 762 948 382 kg
~ 737 869 762 948t
~ 737 870mlnt
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Pszenica jest dominujacym zbozem spozywczym w handlu $wiato-
wym, ze $rednig produkcjg roczna na poziomie 650 mln t.

737 870mlnt

- ~ 11351
k= —550mm 35 lat

Matematycy krolewscy mieli wiec racje! Nie dosé, ze ilo$é pszenicy
przekracza mozliwosci jakiegokolwiek krolestwa, to jest to rownowartosé
zbioréw swiatowych z ponad tysigca lat!!!

Oto POTEGA POTEGI!

N wspotfinansowany jest ze Srodkéw Norweskiego Mechanizmu Finansowego 2014-2021 (85%) oraz Budzetu Paristwa (15%).
lorway
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5. Zadbaj o przysztos¢ w oparciu
o podstawy matematyki
finansowej i ekonomii

Maryna Bulakh

Wstep

Samodzielno$é jest potrzeba kazdego cztowieka. Kazdy z nas pragnie
mieé¢ wplyw na przebieg swojego zycia, decydowaé o sobie i kontrolowaé
na ile chee (a nie na ile musi) ulega¢ wplywom zewnetrznym. Rozwoj
samodzielnosci os6b nieletnich oraz ksztaltowanie wlasnego ,,ja” jest
niezwykle waznym elementem rzutujacym na ich przysztosé.

Celem tego opracowania jest wiec oméwienie sposobow, w jakie
mozecie - jako uczniowie - wplynaé na swoja przysztos¢ w oparciu
o podstawy matematyki finansowej i ekonomii. Zacznijmy wiec od
wyjadnienia tych dwoch podstawowych pojeé.

Definicja 5.1 — Matematyka finansowa. Rozumiana jest jako gataz
matematyki zajmujaca sie badaniem zmian, jakie zachodzg we wkta-
dach pienieznych w czasie. Bada ona przede wszystkim operacje
finansowe, w ktorych przeptywy pieniezne sg wymieniane i moga
podlegaé ilosciowym wahaniom w czasie. Wynika to z faktu, ze
kapitatl generuje odsetki dzieki czasowi, ktory spedza na lokacie.

Definicja 5.2 — Ekonomia. Jest nauka o tym, jak jednostka i spo-
teczenistwo decyduja o wykorzystaniu zasobow, ktére moga mieé
takze inne, alternatywne zastosowania.
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Za chwile na przytoczonym przyktadzie sprobujemy pokazaé, ze nie
istnieje doktadnie okreslony wiek, po osiagnieciu ktoérego cztowiek ma
podjac¢ decyzje - teraz mam zadbaé o swoja przysztosé. Dla kazdego
jest to co$ bardzo indywidualnego.

Podstawa samodzielnosci osdb nieletnich

Zatozenia ogolne

Bedac uczniem szkolty podstawowej, liceum badz technikum oraz kie-
rujac sie wiedza uzyskana z tego opracowania mozesz stworzy¢ indy-
widualny plan na przysztosé lub po prostu rozszerzyé zakres swoich
zainteresowan i umiejetnosci.

WeZmy dla przyktadu Pawta, ucznia szkoty podstawowej, ktéry ma
15 lat i w roku biezacym ukonczy 8 klase. Kolejnym etapem w zyciu
Pawta jest wybor szkoly sredniej. Ten etap edukacji w Polsce obejmuje
mtodziez w wieku od 15 do 20 lat i dzieli si¢ na kilka typéw szkot:
czteroletnie liceum ogélnoksztalcace, piecioletnie technikum, trzyletnia
branzowa szkote I stopnia i in. Tak wiec pierwsza powazna decyzja
Pawtla bedzie wybor placowki i wladnie tu rozpoczyna sie pierwszy
okres realizacji jego indywidualnego planu na przyszlosé. Zalézmy
Pawel wybiera technikum (5 lat).

Podstawy prawne podjecia pracy przez osoby nieletnie

Zgodnie z obowiazujacymi przepisami prawa polskiego od 1 wrzesnia
2018 roku mozliwe jest zatrudnianie w oparciu o umowe o prace oséb,
ktore ukonczyty 15 rok zycia. Uwzgledniajac powyzsze i biorac pod
uwage nasze zalozenia stwierdzamy, ze Pawel moze podjaé prace. We-
dtug Kodeksu pracy czas pracy pracownika do 16. roku zycia nie moze
przekracza¢ 6 godzin na dobe - w czasie wolnym od nauki szkolnej
i 2 godzin na dobe - w czasie trwania roku szkolnego. Natomiast
w przypadku pracownika powyzej 16. roku zycia nie moze przekraczaé
8 godzin na dobe. Ile zatem Pawel moze zarobié¢ w czasie wakacji?

Pojecie ptaca minimalna oraz wynagrodzenie brutto i netto

Oczywiscie nie mozemy przewidzieé¢ doktadnych warunkéw zatrudnienia

Pawta, dlatego musimy zapoznacé sie z pojeciem ptacy minimalnej, ktora

stanowi podstawe wielu obliczen przeprowadzanych przez ekonomistéw.
Definicja 5.3 — Ptaca minimalna. Prawnie ustalony, najnizszy do-
puszczalny poziom wynagrodzenia pienieznego za prace najemng
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(na podstawie umowy o prace) okreslony w postaci stawki. Od
dnia 1 stycznia 2022 r. ustala sie minimalng stawke godzinowa
w wysokosci 19,70 zt brutto.

Nastepnie musimy uwzgledni¢ dwa pojecia: warto$¢ wynagrodzenia
brutto oraz wartos¢ wynagrodzenia netto.
Definicja 5.4 — Wynagrodzenie brutto. Zawiera podatek i sktadki
ZUS w czedci obciazajacej pracownika, ktére w dalszym kroku bedzie
pomniejszone o nalezne swiadczenia publicznoprawne.

Definicja 5.5 — Wynagrodzenie netto. Wyptacone pracownikowi po
potraceniu zobowiazan sktadkowych i podatkowych. Zeby obliczy¢
wartos¢ wynagrodzenia netto w pierwszej kolejnosci nalezy ustalié
wynagrodzenie brutto, jakie ma otrzymywaé pracownik, zgodnie
z zapisem dotyczacym wynagrodzenia w zawartej umowie o prace.

Jak ustaliliémy wczesniej, Pawel moze pracowaé¢ w okresie waka-
cyjnym 6 godzin dziennie, a stawka godzinowa wynosi 19,70 zt brutto.
Przy takim zaltozeniu uzyskane przez Pawla wynagrodzenie mozemy
obliczy¢ wedtug wzoru:

Wy = d, X hy x S, (5.1)

gdzie: Wy — warto$¢ wynagrodzenia brutto; d, — liczba dni roboczych;
hy — godziny pracy; S, — stawka plac.

Wartosci srednie

Poniewaz jest to tylko prognoza ewentualnej wysokosci dochodéw
Pawta, mozemy dla liczby d, zastosowaé $rednie wartosci. W tablicy
5.1 zostala przedstawiona liczba dni roboczych w kolejnych miesiacach
roku 2022. Jak widzimy suma dni roboczych w roku 2022 wynosi 251.
Po podzieleniu tej wartosci przez 12 miesiecy otrzymamy wynik réwny
20,92 (w przyblizeniu 21 dni).

Definicja 5.6 — Srednia wartosé. Jest to srednia arytmetyczna obli-
czana poprzez dodanie grupy liczb, a nastepnie podzielenie otrzy-
manej sumy przez ich liczbe. Na przyktad §rednig liczb 2, 3, 3, 5, 7
i 10 jest wartosé 30 podzielona przez 6, czyli 5.
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Miesiac Liczba dni roboczych
Styczen 2022 19
Luty 2022 20
Marzec 2022 23
Kwiecien 2022 20
Maj 2022 21
Czerwiec 2022 21
Lipiec 2022 21
Sierpient 2022 22
Wrzesien 2022 22
Pazdziernik 2022 21
Listopad 2022 20
Grudzien 2022 21
Razem 251

Tablica 5.1: Liczba dni roboczych w roku 2022

5.3 Ustalenie wynagrodzenia

Obliczanie wynagrodzenia wg wczesniejszych zatozen

Majac przewidywana liczbe godzin mozemy obliczy¢ miesieczne wyna-
grodzenie brutto:

Wy =21 x6x19,70 = 2482, 20

W drugim kroku nalezy obliczy¢ (od okreslonej ptacy brutto) sktadki
na ubezpieczenie spoteczne, finansowane przez pracownika i odjaé je
od kwoty brutto. Sktadki spoteczne (Ss) wynosza kolejno:

— sktadka emerytalna (Sep,) — 9,76%;

— skladka rentowa (S,) — 1,5%;

— sktadka chorobowa (Sgp) — 2,45%.
Dokonajmy teraz obliczeri wysokosci kolejnych sktadek spotecznych:

Sem = 2482, 20 x 9, 76% = 242, 26
S, = 2482,20 x 1,5% = 37,23
Sen = 2482, 20 x 2,45% = 60, 81

Tak wiec tacznie sktadki spoteczne wynosza:
Ss = 242,26 4 37,23 + 60, 81 = 340, 30
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Nastepnie obliczamy sktadke zdrowotna. Po odjeciu od wynagrodze-
nia brutto sktadek spotecznych otrzymujemy podstawe do obliczenia
sktadki na ubezpieczenie zdrowotne (P, ).

P,.=W,—5, (5.2)
Obliczenia:

P, = 2482,20 — 340, 30 = 2141, 90
Sktadka zdrowotna (S,4) wynosi 9%:

S.q = 2141,90 x 9% — 192, 77.

Kolejnym krokiem jest obliczenie zaliczki na podatek dochodowy.
W tym celu, nalezy od kwoty brutto odjaé¢ sktadki spoteczne i sktadke
zdrowotna, dzieki czemu uzyskujemy podstawe podlegajaca opodatko-
waniu (Ppq):

Pypq = 2482,20 — 340, 30 — 192, 77 = 1949, 13.

Zgodnie z Ustawa z dnia 26 lipca 1991 r. o podatku dochodowym
od os6b fizycznych Pawel zostanie zwolniony z podatku dochodowego.
Powyzszy przepis dotyczy przychodéw nabywanych ze stosunku pracy
do ukoiiczenia 26. roku zycia.

Obliczenie wynagrodzenia za pomocqg MS Excel

Poniewaz zyjemy w epoce komputeryzacji niemal wszystkich obszarow
dziatalnosci spotecznej, obliczenia te w duzym stopniu upraszcza sto-
sowanie komputera, a zwtaszcza mozliwosci, ktére zawiera MS Excel.
Sporzadzenie arkusza kalkulacyjnego pozwoli na szybkie przeliczanie
kwot, réwniez po uwzglednieniu zmian wartosci zmiennych (np. zmiana
stawki ptac, wysokosci sktadek, liczby godzin pracy itp.).

Zacznijmy od najprostszej tabeli — obliczenie Sredniej liczby dni
roboczych. W tym celu otworz arkusz kalkulacyjny, wpisz nazwy
kolumn i wierszy z tablicy 5.1 oraz ich wartosci. W komoérce ostatniego
wiersza z nazwa ,Razem” (na przedstawionym rysunku 5.1 jest to
komorka B14) wpisz znak réwnosci i funkcje ,SUMA”. W argumencie
funkcji zaznacz wszystkie wartosci, ktéore maja zostaé¢ zsumowane.
Aby obliczyé $rednig liczbe dni roboczych, w komérce B15 wpisz
znak rownosci i funkcje ,SREDNIA”. W argumencie funkcji zaznacz
wszystkie wartosci, ktére maja byé¢ uwzglednione w $redniej. Poshuguj
sie rysunkiem 5.2.
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sUMA - X « Jr || ssumarszeis)|
A B
1 Miesigc Liczba dni roboczych
2 |Styczen 2022 19
3 Luty 2022 20
4 Marzec 2022 23
5 Kwiecien 2022 20
6 |Maj 2022 21
7 |Czerwiec 2022 21
8 Lipiec 2022 21
9 | Sierpien 2022 29,
10 Wrzesien 2022 22
11 Pazdziernik 2022 21
12 Listopad 2022 20
13 Grudzien 2022 21
14 [Razem —SUMA(B2:B13)

Rysunek 5.1: Stosowanie funkcji ,SUMA” w MS Excel

SREDNIA - X o Jr| =sreowia(szsis
A B
1 Miesiac Liczba dni roboczych
2 |Styczen 2022 19
3 |Luty 2022 20
4 |Marzec 2022 23
5 |Kwiecien 2022 20
6 |Maj 2022 21
7 |Czerwiec 2022 21
8 |Lipiec 2022 21
9 |Sierpien 2022 22
10 |Wrzesien 2022 22
11 |PaZdziernik 2022 21
12 |Listopad 2022 20
13 |Grudzien 2022 2al)
14 \Razem 251
Srednia liczba dni
15 |robocgych na rok =SREDNIA(B2:B13)

Rysunek 5.2: Stosowanie funkcji ,SREDNIA” w MS Excel

Nastepnie w celu szybkiego obliczenia wynagrodzenia brutto otworz
arkusz kalkulacyjny i wpisz nazwy kolumn zgodnie ze wzorem 5.1
(miesiac; liczba dni roboczych; godziny pracy; stawka plac) oraz ich
wartosci. Wysokos¢ wynagrodzenia brutto uzyskasz jesli w kolejnej
komorce E2 (rys. 5.3) wpiszesz znak rownosci i funkcje ,ILOCZYN”.
W argumencie funkcji zaznacz wszystkie wartosci, ktére maja by¢
przemnozone. Po przycisnieciu klawisza ,ENTER” uzyskasz szukang
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noczww X & Jr| =noczvngs2p2)|
A B C D E
- Liczba dni Godaty  Stasla Wynagrodzenie
Miesiac pracy, | plac,
roboczych brutto, zl.
i h k.
2 |Czerwiec 2022 21 6 19,70 |=ILOCZYN(B2:D2)

Rysunek 5.3: Stosowanie funkcji ,JLOCZYN” w MS Excel

warto$¢ wynagrodzenia (rys. 5.4). Aby dokonaé¢ obliczeri wartosci

floczn - Jx || =noczvnia2nz)
A B C D E
Miesiac Liczba dmi Godzing StiWka Wynagrodzenie
& roboczych pracy. | piac, brutto, zI.
1 h zk
2 |Czerwiec 2022 21 6 19.70 2482,20

Rysunek 5.4: Warto$¢ wynagrodzenia brutto obliczona w MS Excel

wynagrodzenia netto otworz arkusz kalkulacyjny i wpisz nazwy wier-
szy, czyli nazwy skladek spotecznych (sktadka emerytalna, rentowa
i chorobowa) oraz ich wysokos¢, zgodnie z rysunkiem 5.5. Wiedzac,
jak korzystaé¢ z funkcji ,JLOCZYN” w MS Excel, wpisz ja w kolum-
nie ,Wartos¢”. Nastepnie, zeby obliczy¢ wartosci wszystkich sktadek,

HOCZIN  ~ X « Jfr || suoczwqszco)|
A B € D
‘Wynagrodzenie ‘Wysokosé
Wartosé, zh
1 brutto, zl. skladki, % SEERRSSE
2 |Sktadka emerytalna 2482,20 9,76% =[LOCZYN(B2:C2)
3 |Skladka rentowa 248220 1,50%
4 Skladka chorobowa 248220 2,45%

Rysunek 5.5: Sporzadzenie arkusza kalkulacyjnego dla obliczenia war-
tosci sktadek w MS Excel

mozesz skopiowaé funkcje "ILOCZYN". Zaznacz komorke D2 (rys.
5.6), po czym w prawym dolnym rogu przytrzymaj lewy klawisz myszy
i przeciagnij w doét. Dotyczy to wszystkich dzialan prowadzonych
w programie MS Excel.

W dalszej kolejnosci oblicz taczng kwote sktadek spotecznych korzysta-
jac z funkcji ,SUMA” oraz rysunku 5.7.
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D2 - S || =noczvn(szcz)
A B C D
‘Wynagrodzenie Wysokosé .
‘Wart 1.
1 brutto, z1. skladki, % LRSS
2 |Sk1adka emerytalna 248220 9.76% 242,26
3 Skladka rentowa 2482.20 1,50%
4 Skladka chorobowa 248220 2.45%
D2 - S || =woczn(e2c2)
A B C D
‘Wynagrodzenie ‘Wysokos¢ -
1 brutto, z1. skladki, % Wartosé, 21
2 (Skladka emerytalna 248220 9.,76% 242,26
3 (Skladka rentowa 248220 1,50% 37123
4 |Skiadka chorobowa 248220 2.45% 60,81

Rysunek 5.6: Kopiowanie funkcji w MS Excel

SUMA - X  Jfx | =suma(ozoa)|
A B C D
Wynagrodzenie ‘Wysokos¢
Wartos¢, zI.
1 brutto, zL skladki, % ANL0sGE
2 Skladka emerytalna 248220 9,76% 24226
3 |Sktadka rentowa 2482,20 1.50% 37.23
4 Skladka chorobowa 2482.20 2.45% 60.81
5 [Skladki spoleczne =SUMA(D2:D4)

Rysunek 5.7: Obliczenie tacznej kwoty sktadek spolecznych w MS
Excel

Nastepnie wyznacz podstawe do obliczenia sktadki na ubezpieczenie
zdrowotne oraz jej warto$é. Aby to zrobi¢, w komorce D2 wpisz znak
rownosci 1 ,,B2-C2”, jak przedstawiono na rysunku 5.8.

ROZNLIC... X | =2
A B Cc D
‘Wynagrodzenie Skladki
il brutto, zI. spoleczne, z1. Podstawa do skladki na UZ
2 |Podstawa 2482,20 340,30 =B2-C2

Rysunek 5.8: Obliczenie podstawy dla sktadki na ubezpieczenie zdro-
wotne w MS Excel

Majac podstawe potrzebna do obliczenia sktadki na ubezpieczenie
zdrowotne i korzystajac z funkcji ,ILOCZYN” wpisz odpowiednie dane
do komorek arkusza i sprawdz to z rysunkiem 5.9.
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noczw  ~ X  fr| =noczssics)|
A B € D
Podstawa do ‘Wysokos¢ skladki Wartos¢, z1.
4 skladki na UZ na UZ
5 |Skladka zdrowotna | 2141,90 9% =ILOCZYN(B5:C5)

Rysunek 5.9: Obliczenie sktadki na ubezpieczenie zdrowotne w MS
Excel

Po wprowadzeniu do arkusza kalkulacyjnego wartosci wynagrodze-
nia brutto oraz sktadek, wpisz w komoérce D2 réznice kwot zgodnie
z rysunkiem 5.10. W taki sposéb otrzymasz kwote wynagrodzenia
netto.

ROZN.LIC... ~ X  fx | =a2-s2-cf
A B C D
‘Wynagrodzenie Skladki Skladka ‘Wynagrodzenie
1 brutto, z1. spoleczne, zI. | zdrowotna, zl netto, zI.
2 [ 248220 34030 19277 =A2-B2-C2

Rysunek 5.10: Obliczenie sktadki na ubezpieczenie zdrowotne w MS
Excel

Biorac pod uwage powyzsze obliczenia mozemy stwierdzié, ze miesieczne
wynagrodzenie netto Pawla wyniesie 1949,13 zt, natomiast w okresie
wakacyjnym bedzie mogt zarobié:

1949,13 x 2 = 3898, 26.

Zarzgdzanie kapitatem

Jak pomnozy¢ posiadany kapitat

Omoéwimy zagadnienie lokowania pieniedzy w banku. Dla utatwienia
ograniczymy sie do najprostszej sytuacji, gdy oprocentowanie lokaty jest
state. Uzyskane przez Pawla wynagrodzenie 3898,26 zt — jest kapitatem,
ktory moze on zlokalizowa¢ w banku na czas okreslony umowa, jak
rowniez zainwestowaé¢ w dzialalnosé przedsiebiorstwa. Zalézmy, ze
kwote 398,26 zt Pawel przeznacza na wycieczke i musi pojaé¢ decyzje
dotyczaca pozostatego kapitatu, czyli 3500 zt. Do dyspozycji Pawta sg
nastepujace propozycje:
I. lokata w banku, gdzie procent prosty wynosi 4%, kapitalizacja —
na koniec okresu;
II. lokata w banku, gdzie procent sktadany wynosi 0,7%, kapitaliza-
cja — co miesiac;

wspotfinansowany jest ze Srodkéw Norweskiego Mechanizmu Finansowego 2014-2021 (85%) oraz Budzetu Panstwa (15%).
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III. inwestycja w dziatalnosé przedsiebiorstwa, ktora przyniesie zysk
200 zt.

W celu podjecia najkorzystniejszej decyzji, Pawel musi ocenié¢ kazda
z otrzymanych propozycji. Konieczne bedzie tu wyjasnienie kilku pojeé.
Definicja 5.7 — Procent prosty. Odsetki naliczane sa od kapitatu, co
pewien ustalony czas i nie sa do tego kapitalu dopisywane, zatem
za kazdym razem otrzymujemy tyle samo odsetek i stan naszych

oszczednosci tworzy postep arytmetyczny.

Definicja 5.8 — Procent sktadany. Do kapitatu sa dopisywane od-
setki naliczone od kapitatu, a zatem nastepnym razem odsetki liczone
sa od nowego, wiekszego kapitatu. Stan naszych oszczedno$ci tworzy
wiec postep geometryczny.

Definicja 5.9 — Kapitalizacja odsetek. Polega na dopisaniu odsetek
do kapitatu.

Ocena i poréwnanie opcji powiekszania kapitatu

Zatozmy, ze Pawel lokuje swoj kapital w banku na okres 10 miesiecy,
tak aby$Smy mogli obliczy¢ kapital zgromadzony w ciagu roku.

Ocene pierwszej propozycji mozemy przeprowadzi¢ w sposéb dosé
prosty, a mianowicie korzystajac z wiedzy o sposobie obliczania udziatu
(procentu) od okreslonej kwoty. Wysokosé odsetek lokaty (4% od kwoty
3500 z1) wyniesie 140,00 zt:

3500,00 x 4
P= 100 = 140,00
W wyniku wyboru tej opcji, po kapitalizacji odsetek, kapital Pawta
wzrosnie do 3640,00 zt.
Celem oceny drugiej propozycji sugeruje skorzystaé¢ z podstaw ma-
tematyki finansowej, zwtaszcza wzoru do obliczania wartosci kapitatu
po kapitalizacji odsetek, naliczanych sposobem procentu sktadanego:

K =K, x (1+1Tm)" (5.3)

gdzie: K, - to kapital poczatkowy (w podanym przyktadzie - 3500,00
z1); r - stopa procentowa (w podanym przyktadzie — 0,7%); n - liczba
miesiecy kapitalizacji odsetek (w podanym przyktadzie — 10).

10
K = 3500 x (1-1— 0’7>

100
K = 3500 x 1,007'° = 3500 x 1,072247 = 3752, 86
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Podobnie jak poprzednio mozesz uprosci¢ obliczenia korzystajac z moz-
liwosci MS Excel. Wpisz do arkusza wartosé¢ kapitatu poczatkowego
i wartos¢ uzyskang po obliczeniu dodawania w nawiasie. Aby podniesé
liczbe do potegi skorzystaj z funkcji ,,POTEGA”. W tym celu wpisz
w odpowiedniej komoérce znak rownosci i wybierz funkcje ,POTEGA”,
natomiast w argumencie zaznacz komoérke, ktéra zawiera odpowiednia
liczbe oraz potege, do ktorej masz te liczbe podniesé. Postuguj sie
rysunkiem 5.11.

POTEGA  ~ X  Jx  =poresa(s:;:10)
A B C
0,7 0,7
5 Qe i 1 — 2 %10
) Kapital poczatkowy g 1+ 10 0)
2 | 3500 1,007 =POTEGA(B2:10)

Rysunek 5.11: Stosowanie funkcji ,POTEGA” w MS Excel

W celu uzyskania wartosci kapitatu koricowego przemnoéz kapital po-
czatkowy przez uzyskang wartosé, tak jak pokazano na rysunku 5.12.

noczyw - X ' Jv | =nocz(az;ca)|
A B c D
_ 07 e o
) Kapital poczatkowy | 14 S ¢ 100) Kapitat koficowy
2 3500 1,007 1072247 | -ILOCZYN(A2.C2)

Rysunek 5.12: Obliczenie kapitalu uzyskanego pod warunkiem akcep-
tacji drugiej propozycji w MS Excel

Ostateczng decyzje podejmujemy ma podstawie poréwnania uzyskanych
kwot. Jak widzimy ponizej, najbardziej korzystna dla Pawta bedzie
druga propozycja, ktéra pozwoli mu na uzyskanie najwiekszych odsetek.

3640 < 3752,86 > 3700

Kontynuacja gromadzenia kapitatu

Praca w czasie roku szkolnego

Oprocz decyzji o zarzadzaniu juz posiadanym kapitatem Pawel powinien
zastanowié sie, jak rozdysponowaé¢ swdj czas wolny od lekcji w ciagu
roku szkolnego. Jak juz wiemy moze on podjaé¢ prace w wymiarze
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2 godzin dziennie. Korzystajac wiec ze wzoru 5.1 mozemy obliczy¢
wynagrodzenie brutto otrzymane w czasie trwania roku szkolnego.
Wprowadz odpowiednie zmiany do arkusza i sprawdz uzyskane wartosci
z ponizszymi obliczeniami. Majac przewidywana liczbe godzin mozesz
obliczy¢ miesieczne wynagrodzenie brutto:

W, = 21 x 2 x 19,70 = 827,40

Sprébuj samodzielnie obliczy¢ wynagrodzenie netto. W tym celu oblicz
wysokosci sktadek:

Sem = 827,40 x 9,76% = 80,75
S, = 827,40 x 1,5% = 12,41
Sen = 827,40 x 2,45% = 20,27

Jak widzimy sktadki spoteczne wynosza lacznie:
Ss = 80,75+ 12,41 + 20,27 = 113,43

Podstawa do obliczenia sktadki na ubezpieczenie zdrowotne:
P,, =827,40 — 113,43 = 713,97

Sktadka zdrowotna wynosi 9%:

S.q = 713,97 x 9% = 64, 26

Ppq = 827,40 — 113,43 — 64,26 = 649, 71

Miesieczne wynagrodzenie netto Pawla wyniesie 649,71 zl, a w okresie
catego roku szkolnego bedzie mogl zarobié:

649,71 x 10 = 6497,10

Laczny doch6d Pawta w pierwszym roku zatrudnienia wyniesie 10249,96
zl. Nastepnie - posiadajac juz wiedze o tym, jakie masz mozliwosci
powiekszenia posiadanego kapitatlu - mozesz przeanalizowaé rézne wa-
rianty lokat lub inwestycji oraz oceni¢ ich wartosé¢ ekonomiczna.

Zmiana warunkéw pracy i kapitat drugiego roku

Jesli uwaznie przeczytate§ podstawowe informacje o Pawle wiesz, ze
w kolejnym okresie wakacyjnym bedzie on mégt podjac¢ prace na innych
warunkach - 8 godzin dziennie. Jednak brakuje informacji dotyczacej
wysokoéci wynagrodzenia minimalnego na kolejne lata. Podobnie jak
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w przypadku zalozenia przewidywanej liczby godzin przepracowanych
przez Pawla w ciaggu miesiaca mozesz skorzystaé¢ z podstaw ekonomii
oraz matematyki finansowej i prognozowaé¢ wysokos¢ wynagrodzenia,
obliczajac sredni roczny przyrost. W tym celu uwzgledni¢ nalezy
wysokos¢ minimalnej stawki godzinowej z ostatnich lat.

Minimalna stawka godzinowa w 2019 r. wynosita 14,70 zl na
godzine, natomiast w 2018 r. bylo to 13,70 zl, czyli wzrosta o 1,00
zt. Jesli obliczysz udziat 1,00 zt w 13,70 zt (U = 1 x 100 : 13,7 =
7,3) uzyskasz wysoko$¢ wzrostu tej wartosci w procentach. Postugujac
sie tym schematem przeprowadz obliczenia i sprawdz uzyskane wyniki
z nizszg tablicg 5.2.

Obowigzywala Minimalna Przyrost Przyrost
od stawka w wymiarze w wymiarze
godzinowa absolutnym, procentowym,
zl %
01.01.2022 19,70 1.4 7,65
01.01.2021 18,30 1,3 7,64
01.01.2020 17,00 2,3 15,65
01.01.2019 14,70 1,0 7,30
01.01.2018 13,70 - -
Srednie - 1,50 9,50
wartosci

Tablica 5.2: Minimalna stawka godzinowa w latach 2018-2022 i $rednie
wartoéci jej przyrostu

Korzystajac z powyzszych informacji, mozesz przyjaé¢ stawke mi-
nimalng na przyszty rok w wysokosci 21,20 zt (19,70 zt + 1,50 zt =
21,20 zt) i przeprowadzi¢ podobne obliczenia przewidywanych zarobkow
Pawtla uzyskanych w czasie kolejnych 5 lat nauki w technikum. Ponizej
przedstawiono obliczenia przewidywanych zarobkéw w drugim roku
nauki. Obliczenie wynagrodzenia:

Wy =21 x 8 x 21,20 = 3561, 60
Sktadki spoteczne wynosza:

Sem = 3561,60 x 9,76% = 347,61
Sy = 3561,60 x 1,5% = 53,42
Sen = 3561, 60 x 2,45% = 87,26
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Laczna wysokos¢ sktadek spotecznych:
Ss = 347,61 4 53,42 4 87,26 = 488,29
Sktadka zdrowotna:

P, = 3561,60 — 488,29 = 3073, 31
S.q =30,73,31 x 9% = 276, 60
P,y = 3561,60 — 488,29 — 276,60 = 2796, 71

7 powyzszych obliczenn wynika, ze miesieczne wynagrodzenie netto
Pawtla wyniesie 2796,71 zt, natomiast w calym okresie wakacyjnym
bedzie mogt zarobié¢ 5593,42 zt. Poniewaz praca Pawtla podczas trwania
roku szkolnego pozostaje ograniczona do 2 godzin dziennie, sprobuj
samodzielnie obliczy¢ wynagrodzenie netto i sprawdzié¢ swoje wyniki
7 ponizszymi wartosciami.

Wy, =21 x 2 x 21,20 = 890,40
Sprawdz wysokosci sktadek:

Sem = 890,40 x 9, 76% = 86, 90
S, = 890,40 x 1,5% = 13,36
Son = 890,40 x 2,45% = 21, 81
S, = 86,90 + 13,36 + 21,81 = 122,07

Podstawa do obliczenia sktadki na ubezpieczenie zdrowotne:

P, = 890,40 — 122,07 = 768, 33
S.q = 768,33 x 9% = 69, 15
P,y = 890,40 — 122,07 — 69,15 = 699, 18

Miesieczne wynagrodzenie netto wyniesie 699,18 zt, a w okresie catego
roku szkolnego bedzie mogt zarobi¢ 6991,80 zt. Laczny dochéd Pawta
ze stosunku pracy w drugim roku zatrudnienia wyniesie zatem 12585,22
zt.

Zarobki kolejnych lat

Poniewaz w ciagu trzeciego, czwartego i pigtego roku zaden z warunkéow
pracy Pawta (oprocz wysokosci stawki) nie bedzie podlegaé¢ zmianie,
w celu obliczenia dochodéw mozemy dochéd uzyskany w ostatnim
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roku zwiekszy¢, uwzgledniajac jednoczesnie sredni procentowy przyrost
stawki minimalnej obliczony w tablicy 5.2 i korzystajac ze wzoru:

K,=K,1x(1+9,5%) (5.4)
Dane z tablicy 5.2 podstawiamy do powyzszego wzoru.

Kj = 12585,22 x (1+9,5%) = 13780, 82
K, = 13780,82 x (1+9,5%) = 15089, 99
K5 = 15089,99 x (1+9,5%) = 16523, 54

Do obliczen mozesz wykorzystaé arkusz kalkulacyjny. Aby to zrobié
wpisz nazwy kolumn (kapital 2, Sredni procentowy przyrost) oraz
ich wartosci. Kolejng kolumne nazwij ,,Przyrost”; a do odpowiedniej
komorki (C2) wpisz funkcje ,JLOCZYN”, jak przedstawiono na rysunku
5.13.

noczyn X « fr | =woczengazes)|
A B C
Kapitat 2, S
& procentowy Przyrost, zt.
1 przyrost, %
2 |12585,22 9,5% =ILOCZYN(A2:B2)

Rysunek 5.13: Obliczenie wysokosci przyrostu kapitatu w MS Excel

Kolejna kolumne nazwij , Kapital 37, a do odpowiedniej komorki (D2)
wpisz funkcje ,,SUMA” nastepnie w argumencie zaznacz komorki A2 i
C2, jak przedstawiono na rysunku 5.14.

sumA - X  fr| sumagazeco)|
A B C D
Sredni J—
Kapitat 2, zt. | procentowy o ; Kapital 3, zt.
1 przyrost, %
2 ’ 12585.22 9,5% 1195,60|=SUMA(A2+C2)

Rysunek 5.14: Obliczenie wartosci kapitatu w MS Excel

Jesli skopiujesz komorki B2, C2, D2 i wkleisz je do kolejnych komorek
tego wiersza (E2, F2 i G2) uzyskasz wartosé¢ kapitatu czwartego roku
(patrz na rysunek 5.15), poniewaz kazda wczesniej wprowadzona przez
Ciebie funkcja zostanie powtorzona. Jesli powtorzysz te operacje jeszcze
raz, uzyskasz kapital pigtego roku.

D Projekt pt.: ,MODELOWE ROZWIAZANIA NA TRUDNE WYZWANIA - Plan Rozwoju Lokalnego i Instytucjonalnego Stalowej Woli”
wspotfinansowany jest ze Srodkéw Norweskiego Mechanizmu Finansowego 2014-2021 (85%) oraz Budzetu Paristwa (15%). @

Norway
grants Wspbinie dzialamy na rzecz Europy zielonej, konkurencyjnej i sprzyjajacej integracji spolecznej.



76 Rozdziat 5. Zadbaj o przysztos¢ ...
SUMA ~ X Jr| =sumarpa+rz)|
D E F G
aRd Przyrost
Kapitat 3, zb. |procentowy A : Kapitat 4, zt.
przyrost, %
2 [ 13780,82] 9.5% 1309,18|=SUMA(D2+F2)

Rysunek 5.15: Kopiowanie funkcji w MS Excel

Wracajac do pytania o zarzadzanie kapitatem i biorac pod uwage,
ze wybraliémy lokate w banku z oprocentowaniem skladanym i stopa
procentows 0,7 jako najbardziej korzystna, mozemy policzy¢, jak zmieni
sie posiadany przez Pawla kapital poczatkowy przed podjeciem studiow.

Po pierwszym roku Pawet zarobil 10249,96 zt. W celu obliczenia,
jak zmieni sie ta kwota po 4 latach musimy odpowiednie dane podstawi¢
do wzoru 5.3:

7\ 48
160> = 14326, 39

K1 = 10249, 96 x <1 +

Po drugim roku pracy Pawet zarobi 12585,22 zt.

0 36
Ko =12585,22 x (1 + — ) =16177,89

100
Po trzecim roku pracy Pawel zarobi 13780,82 zl.

0,7
100

24
K3 =13780,82 x (1 + ) = 16292, 30

Po czwartym roku pracy Pawel zarobi 15089,99 zt.

0,7
100
Poniewaz juz umiesz korzysta¢ z funkcji ,POTEGA” w MS Excel,

tatwo poradzisz sobie z tym obliczeniem. Przypominajacy przyklad
obliczenia K7 widzisz na rysunku 5.16.

12
K4 = 15089, 99 x (1 + ) = 16407,51

@ - fe | =potecarezes)

A

B

C

D

0,7 0,7
! 1 n « s
. Kapitat poczatkowy | 1+ 100 (1+ 10 0) Kapitat koficowy
2 10249,96 1,007 1,397702 14326,39

Rysunek 5.16: Obliczenie wartosci zdyskontowanego kapitatu pierw-
szego roku w MS Excel
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Po obliczeniu wartosci kapitatu dla kazdego roku, korzystajac z funkcji
SUMA”, oblicz taczny dochéd Pawla za 5 lat i sprawdz z danymi
przedstawionymi na rysunku 5.17.

b3 - ke

A B C D E

I . 0'7 14 2T an . ,

) Kapitat poczatkowy | 1+ 100 1+ 10 0) Kapitat koncowy
2 10249,96 1,007 1,397702 14326,39 K1
3 12585,22 1,007 1,285467 16177,89 K
4 13780,82 1,007 1,182244 16292,30 Ks
5 15089,99 1,007 1,087311 16407,51 Ka
6 16523,54 Ks
7 | Laczny dochod 79727,63

Rysunek 5.17: Obliczenie tacznego dochodu w MS Excel

Sita nabywcza pienigdza oraz inflacja
Ogodlne pojecie

Aby w swoich planach finansowych nie doprowadzi¢ do zbyt optymi-
stycznego scenariusza na przyszlo$é, w tym miejscu zapoznamy sie
z pojeciami, ktore Scisle wiazg sie zaréwno z zarabianiem pieniedzy,
jak i z ich oszczedzaniem. Sg to pojecia sity nabywczej pieniadza oraz
inflacji.
Definicja 5.10 — Sita nabywcza pienigdza. To inaczej rzeczywista
warto$¢ pienigdza. Sita nabywcza pieniadza (realna warto$é pienia-
dza) moze by¢ rowniez postrzegana jako ilos¢ towaréw i ustug, jaka
mozna naby¢ za okreslong jednostke pieniadza.

Definicja 5.11 — Inflacja. To proces wzrostu przecietnego poziomu
cen w gospodarce. Skutkiem tego procesu jest spadek sity nabywczej
pieniadza.

Obliczenie realnej wartosci zgromadzonego kapitatu

Jak juz wiesz, kapital, ktory Pawel moze zgromadzi¢ w ciagu 5 lat
pracy, mozemy wycenié¢ jako dos¢ istotny w dniu dzisiejszym. Nie
oznacza to jednak, ze po 5 latach bedzie Pawel mogt naby¢ tyle samo
doébr za te same pieniadze.

Obliczmy zatem realng wartos¢ zgromadzonego przez Pawla kapi-
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tatu. Sredni poziom inflacji w Polsce - w ostatnich 5 latach - wynosi
3%. Zeby obliczy¢ warto$é uzyskanego w tym czasie dochodu musimy
poshuzy¢ sie wzorem 5.5:

i n
e =Ky x (14 — .
W, tx(+100) (5.5)

gdzie: W,.,, — warto$¢ rzeczywista kapitalu (z uwzglednieniem inflacji);
K; — kapital t-go roku; i — stopa inflacji (w podanym przykltadzie —
3%); n — liczba lat, w ciagu ktorych kapital jest poddawany procesowi
inflacji (w podanym przyktadzie — 5 dla K1; 4 dla K2; 3 dla K3; 2 dla
K4; 1 dla K5).

3 5

Wiz, = 14326, 39 x <1 100 ) = 12302, 56
3 \4

Wiz, = 16177,89 x <1 100) = 14322,17
3 3

Wrzk3 = 16292, 30 x <1 100 ) = 14869, 54
3 2

Wy, =16407,51 x (1 — = 15437, 82

kyq ?

100
Kyn = 12302, 56 + 14322, 17 + 14869, 54 + 15437, 82+
16027, 83 = 72959, 92

3
Wiz, = 16523, 54 x <1 — ) = 16027, 83

Mozesz uprosci¢ te obliczenia stosujac arkusz kalkulacyjny. Wyko-
rzystaj w tym celu sporzadzony arkusz, w ktérym obliczyles kapital
koricowy dla kazdego roku. Wpisz w kolejnej kolumnie warto$¢ uzyskana
w nawiasie. W nastepnej kolumnie podnies te wartos¢ do odpowiedniej
potegi, a w kolumnie z nazwa ,Kapital koricowy”, uzywajac funkcji
SJLOCZYN”, wprowadz obliczenia wedtug danych z rysunku 5.18.
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E7 v =SUMA( )

> B G D E

. Kapitat 3 ( i 3 )" Rzeczywista wartosé
zgromadzony, zl. 100 100 kapitatu, zt.

2 14326,39 0,97 0,858734 12302,56

3 16177,89 0,97 0,885293 14322,17

4 16292,30 0,97 0,912673 14869,54

5 16407,51 0,97 0,940900 15437,82

6 16523,54 0,97 0,970000 1602783

7 79727,62 72959,92

Rysunek 5.18: Obliczenie kapitatu koricowego w MS Excel

Korzystajac z naszych obliczent dochodzimy do wniosku, ze Pawet,
dbajac o przysztos¢ w okresie od ukoticzenia szkolty do podjecia studidow,
moze zgromadzié¢ kapital w wysokosci 79727,62 z1, a rzeczywista wartoscé
tego kapitatu w roku podjecia studiéw wyniesie 72959,92 zt.

’

Cwiczenia

Dla przeéwiczenia oméwionych w rozdziale zagadnien sprobuj teraz
samodzielnie rozwiazaé¢ ponizsze zadanie.

Cwiczenie 5.1 Zuzanna jest uczennica szkoty sredniej, ma 15 lat
i w roku biezacym ukonczy 8 klase. Kolejnym etapem jej edukacji
jest liceum. Ponizej widzisz tablice 5.3, ktora przestawia minimalne
stawki godzinowe w latach 2018-2022.

Obowigzywala od Minimalna stawka

godzinowa
01.01.2022 20,00
01.01.2021 18,00
01.01.2020 17,00
01.01.2019 15,00
01.01.2018 14,00

Tablica 5.3: Minimalna stawka godzinowa 2018-2022

Zuzanna moze ztozy¢ kapital w banku, na warunkach oprocen-
towania sktadanego ze stopa procentowsg 0,6. Zaldézmy, ze Sredni
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poziom inflacji wynosi 2%. Pozostale warunki pozostaja bez zmian.
Oblicz, jaki taczny kapital moze zgromadzi¢ Zuzanna i jaka bedzie
jego wartos¢ rzeczywista przed podjeciem studiow.
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Odpowiedzi do zadania

Rok I.

Miesieczne wynagrodzenie brutto Zuzanny w okresie wakacyjnym
pierwszego roku — 2520,00 zt. Miesieczne wynagrodzenie netto Zu-
zanny w okresie wakacyjnym pierwszego roku — 1978,80 zt. W okresie
wakacyjnym bedzie mogta zarobié¢ 3957,60 zt. Po dziesieciu miesiacach
lokaty w banku Zuzanna dostanie 4201,57 zt. Wynagrodzenie netto
Zuzanny w okresie roku szkolnego to 6596,00 zt.

Laczny dochod pierwszego roku wyniesie 10797,57 zt.

Rok II.

Obowiazywala Minimalna Przyrost Przyrost
od stawka w wymiarze w wymiarze
godzinowa absolutnym, procentowym,
z1 %
01.01.2022 20,00 2,0 11,11
01.01.2021 18,00 1,0 5,88
01.01.2020 17,00 2,0 13,33
01.01.2019 15,00 1,0 6,67
01.01.2018 14,00 - -
Srednie - 1,50 9,25

wartosci

Tablica 5.4: Minimalna stawka godzinowa 2018-2022 i srednie wartosci
jej przyrostu

Minimalna stawka godzinowa w drugim roku — 21,50 zt. Miesieczne
wynagrodzenie brutto Zuzanny w okresie wakacyjnym drugiego roku
— 3612,00 zl. Miesieczne wynagrodzenie netto Zuzanny w okresie
wakacyjnym drugiego roku — 2836,28 zt. W okresie wakacyjnym bedzie
mogta zarobi¢ 5672,56 z. Wynagrodzenie netto Zuzanny w okresie
roku szkolnego 7090,70 zt.

Laczny dochéd drugiego roku wyniesie 12763,26 zt.

Rok III.
Laczny dochod wyniesie 13943,99 zt.
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Rok IV.
Laczny dochdéd wyniesie 15233,81 zl.

Wartosé kapitalu po trzech latach lokat bankowych
Rok I - 13392,24 zt,
Rok II - 14733,75 zt,
Rok IIT - 14981,76 zt.

Laczny dochdd czterech lat wyniesie 58341,56 zl, natomiast po
uwzglednieniu inflacji bedzie to 55537,48 zt.
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Leszek Klich

Wstep

Sztuczna inteligencja to termin, ktory coraz czesciej pojawia si¢ w kon-
tekscie nowoczesnego przemystu, fabryk oraz wysokich technologii.
W praktyce, sztuczng inteligencje - a doktadniej - uczenie maszynowe
znajdziemy w urzadzeniach powszechnego uzytku! Tyle tylko, ze wick-
sz0$¢ uzytkownikéw nie zdaje sobie z tego sprawy.

Dla przyktadu - wszyscy korzystamy ze smartfonéw, tabletow czy
komputeréw osobistych, ktére wykorzystujemy w coraz szerszym za-
kresie. Kiedys telefony posiadaly wytacznie funkcje rozmowy i pisania
krotkich wiadomosci SMS. Obecne telefony wyposazone sa w wydajne
procesory, ogromng pamieé oraz duze i czytelne ekrany. Dazisiejsze
smartfony to bardzo wydajne komputery, zamkniete w niewielkiej obu-
dowie. To radykalnie rozszerzyto ich mozliwosci. Popularne staly sie
komunikatory, aplikacje sieci spoleczno$ciowych, streaming filmow, gry
czy inne aplikacje mobilne. Nieodlacznym elementem wspodlczesnego
smartfona jest wbudowany aparat fotograficzny, ktoéry potrafi zapi-
sywaé¢ wysokiej jakosci zdjecia i filmy. Jako$é wbudowanego aparatu
stanowi, dla niektorych, decydujaca zachete do wyboru konkretnego
modelu.

Ale co ma aparat do sztucznej inteligencji? W potaczeniu z opro-
gramowaniem wyposazonym w specjalne algorytmy mozna retuszowaé
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zdjecia, naktadaé filtry zmieniajace nasz wyglad, rozpoznawaé osoby,
zmieniaé tto czy identyfikowaé przedmioty na zdjeciu.

W niniejszym rozdziale pokaze, jak napisaé¢ bardzo prosty pro-
gram w jezyku Python, ktory bedzie potrafit identyfikowaé twarze na
zdjeciach.

Co to jest sztuczna inteligencja?

Sztuczna inteligencja to w uproszczeniu algorytmy, ktore umozliwiaja
systemom technicznym rozwiazywanie zadan, w ktérych mamy do
czynienia z bardzo duza iloscig danych, a dodatkowo dane te sa na tyle
zlozone, ze czltowiek nie jest w stanie ich poprawnie zinterpretowaé
i wyciagna¢ wlasciwe wnioski.

Kazdy komputer odbiera dane z pewnych czujnikow (np. kamera,
mikrofon), przetwarza je i odpowiednio reaguje. Analizujac dane
pochodzace z kamery, komputer jest w stanie do pewnego stopnia
dostosowaé swoje zachowanie, poprzez analize skutkow wczesniejszych
dziatan i dzialajac autonomicznie.

Definicja 6.1 — Sztuczna inteligencja (ang. artificial intelligence,
Al). To mozliwo$é samouczenia sie maszyn na podstawie do§wiad-
czeni, dostosowywanie sie do nowo pobranych danych i wykonywanie
zadan podobnych do ludzkich. Nowoczesne algorytmy uczenia ma-
szynowego umozliwiaja szkolenie, ktore pozwala na wykonywanie
konkretnych zadan poprzez przetwarzanie olbrzymich iloéci danych
i identyfikacje wzorcow w tych danych.

Nauka o sztucznej inteligencji jest postrzegana jako centralny ele-
ment cyfrowej transformacji spoteczenistwa i stala sie priorytetem
w Unii Europejskiej. Z tego powodu ktadzie sie szczegblny nacisk na
kierunki rozwoju tej dziedziny nauki, bowiem przyszte zastosowania
moga przynie$¢ ogromne zmiany i przyczyni¢ sie do szybkiego rozwoju
wielu obszaréw naszego zycia.

Jezyk Python

Python to darmowy jezyk programowania charakteryzujacy sie czy-
telna sktadnia i tatwoscia nauki. Jest tez na tyle uniwersalny, ze przy
jego pomocy mozna tworzy¢ aplikacje o wielu zastosowaniach. Kolejna
istotng cecha nie jezyka, ale spotecznosci jest olbrzymia ilos¢ bezptat-
nych bibliotek. Dzieki temu wiele zadan, ktore chcemy wykonaé, jest
dostepnych w postaci gotowych paczek.
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Warto takze wspomnieé, ze kod, ktéry musimy napisaé, by uzyskaé
gotowy efekt, jest czasami wielokrotnie krotszy w poréwnaniu z innymi
jezykami. W obszarach sztucznej inteligencji to wlasnie Python jest
najbardziej popularny, poniewaz posiada wiele zalet w tym obszarze.
Kilka z nich wymienitem ponizej:

e posiada bardzo dobra dokumentacje;

e dzieki popularnosci tatwo uzyskaé¢ pomoc od innych i dzielié¢ sie
doswiadczeniami;
dziata w systemie Windows, Mac OS oraz Linux;
jest darmowy;
jest bardzo prosty w nauce;
uniwersalnosé sprawia, ze moze byé¢ uzywany do wielu typow apli-
kacji, takich jak aplikacje naukowe, matematyczne, internetowe
itp.;

e dostepnych jest wiele bibliotek, ktére programista moze wyko-
rzysta¢ we wlasnych aplikacjach.

Jak zainstalowac¢ jezyk Python?

Aby zainstalowaé jezyk Python w systemie Windows skorzystaj z In-
strukcji instalacji oprogramowania Python, ktora zostala szczegdélowo
opisana w zalaczniku A.

Srodowisko programistyczne

Cho¢ do programowania w jezyku Python wystarczy dostepny w syste-
mie Notatnik i wiersz polecenia, w praktyce nie jest to jednak efektywne.

Aby wygodnie programowac, nalezy pobrac i zainstalowaé¢ srodowi-
sko programistyczne, ktére znacznie utatwi programowanie. W sktad
srodowiska programistycznego (IDE - Integrated Development Envi-
roment) wchodzi miedzy innymi zaawansowany edytor kodu, ktory
utatwi programowanie oraz pozwoli jednym przyciskiem uruchamiaé¢
napisany program. Dla jezyka Python istnieje wiele darmowych oraz
platnych érodowisk programistycznych, ale wybralem proste, lecz bar-
dzo funkcjonalne srodowisko o nazwie Thonny.

Bezposrednio po uruchomieniu instalatora, program instalacyjny
zapyta o wyboér trybu instalacji. W tym miejscu mozna wybraé propo-
nowany tryb, czyli Install for me only (recommended), co ilustruje
obrazek 6.1.

Instalator srodowiska Thonny jest intuicyjny, za$ proces instalacji
sprowadza sie do zaakceptowania warunkow licencji i klikania przycisku
Next. Nie wymaga zatem wyjasnienn. Warto jedynie zaznaczyé -
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Select Setup Install Mode *

. Select install mode
(I
Thonny can be installed for you only, or for all users
(requires administrative privileges).
—> Install for me only (recommended)

& Install for all users

Anuluj

Rysunek 6.1: Instalacja Thonny - wybér instalacji

w jednym z etapoéw instalacji - pole wyboru utworzenia skrétu na
pulpicie.

ey Setup - Thonny - X
Installing
Please wait while Setup installs Thonny on your computer. h
Extracting files. ..

C:\...\AppData'Local\Programs {Thonny'Lib\site-packages \pylint\reparters\text. py

Cancel

Rysunek 6.2: Proces instalacji Thonny

Po zainstalowaniu programu, podczas pierwszego uruchomienia,
wyswietli sie okno wyboru jezyka. Warto wybraé¢ z menu jezyk polski
i kliknag¢ przycisk Let’s go!
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7 - o x

tenguzge: | RN -
Initial settings: | Standard -
Let's got

Rysunek 6.3: Pierwsze uruchomienie Thonny - ustawienie jezyka

Na rysunku 6.4 wida¢ uruchomione srodowisko programistyczne
gotowe do pracy. Jesli przyjrzymy sie blizej (prawy, dolny rog okna),
zauwazymy wersje jezyka Python, ktory jest domyslnie uzywany. Dzieje
sie tak, poniewaz Thonny posiada wlasny interpreter jezyka Python,
jednakze nie jest to najnowsza wersja. Warto jednak trzymac sie zasady,
by w miare mozliwosci uzywaé najnowszej jego wers;ji.

T Thonny - <untitled> @ 1:1
Plik Edytuj Podglagd Uruchom Marzedzia Pomoc

DEHE O @

<untitled>

Python 3.7.9

Rysunek 6.4: Srodowisko Thonny gotowe do pracy

W poprzednim podrozdziale zainstalowaliémy najnowsza wersje
jezyka Python. Zatem, aby ja wykorzysta¢ wystarczy przetaczyé srodo-
wisko na nowszg wersje. W tym celu nalezy klikngé¢ w prawym dolnym
obszarze okna - tam, gdzie znajduje sie napis Python 3.7.9. Otworzy
sie dodatkowe menu (rysunek 6.5), z ktorego nalezy wybraé opcje
Alternatywny interpreter Python 3 lub srodowisko wirtualne.
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v Ten sam interpreter, ktdry uruchamia Thonny (domysinie)
Alternatywny interpreter Python 3 lub srodowisko wirtualne

Skonfiguruj interpreter...

Rysunek 6.5: Zmiana wersji jezyka Python

Po wykonaniu tej czynnosci mozemy byé¢ pewni, ze pracujemy
z najnowsza wersja jezyka Python (6.6) i nasze srodowisko jest w petni
gotowe do programowania.

C\Users\lesze\AppData\Local\Programs\Python\Python310\python.exe

Rysunek 6.6: Poprawna wersja jezyka Python

Instalacja niezbednych bibliotek

W naszych programach bedziemy korzystaé z biblioteki OpenCV (Open
Source Computer Vision Library). Jest to biblioteka zawierajaca
zbiory procesow i algorytméw wykorzystywanych przy przetwarzaniu
obrazéw. Charakteryzuje si¢c ona duza wydajnodcia oraz prostota
wykorzystania. Biblioteka ta jest wieloplatformowa, co oznacza, ze
mozna z niej korzysta¢ w dowolnym systemie operacyjnym.

Aby zainstalowaé biblioteke w systemie, nalezy uruchomi¢ srodowi-
sko Thonny i z menu Narzedzia wybra¢ polecenie Otworz powloke
systemowa, co widaé¢ na rysunku 8.1.

Marzedzia Pomoc
Zarzadzaj pakietami...
B otworz powloke systemowa...

Otworz folder programu Thonny ...
Otworz folder danych Thonny ...

Zarzadza] wtyczkami...
Opgje...

Rysunek 6.7: Uruchamianie powtoki systemowej w srodowisku Thonny.
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Nastepnie w oknie powloki systemowej nalezy zainstalowaé biblio-
teke OpenCV poleceniem: pip install opencv-python <Enter>.
Nastapi proces pobierania i instalacji, ktéry moze potrwaé¢ w zaleznosci
od predkosci tacza internetowego (rysunek 6.8).

ollecting opencv-python

Downloading opencv_python-4.6.08.66-cp36-abi3-win_amd64.whl (35.6 MB)
eta

ollecting numpy>=1.14.5

Downloading numpy-1.22.4-cp318-cp310-win_amd64.whl (14.7 MB)

[nstalling collected packages: numpy, opencv-python

Rysunek 6.8: Instalacja bibliotek OpenCV.

Zainstalujemy takze biblioteke o nazwie Matplotlib, ktora jest przy-
datna biblioteka do wizualizacji danych. Aby zainstalowaé¢ biblioteke,
w oknie powtoki systemowej nalezy wyda¢ polecenie: pip install
matplotlib <Enter>.

Podczas kazdej instalacji instalowane sa tzw. zalezno$ci, czyli
inne biblioteki, ktore sa niezbedne do dziatania OpenCV. Przyktadem
zaleznosci jest w tym wypadku biblioteka Numpy, ktéra implementuje
szybkie tablice dla jezyka Python, poniewaz jezyk ten w standardzie
ich nie posiada. Na szczedcie narzedzie do instalacji bibliotek o nazwie
pip (Package Installer for Python) potrafi automatycznie instalowaé
wszystkie zaleznosci. Gdy instalacja zakonczy sie powodzeniem, proces
instalacji srodowiska i bibliotek jest zakonczony.

Wykorzystanie biblioteki OpenCV

Kazdy obraz zapisany w pamieci, ktory jest zgodny z OpenCV to wielka
macierz, w ktoérej kazdy piksel widoczny w obrazie reprezentowany
jest trzema sktadowymi koloréw R-red (czerwony), G-green (zielony),
B-blue (niebieski). Domyslnie format sktadowych koloru obrazu (chan-
nels) jest przechowywany w odwrotnej kolejnosci (BGR), co warto
zapamietaé podczas pracy z biblioteka. Przygladajac sie wlasnosci
macierzy mozna zauwazy¢, ze jej format to (H,W,C) [H-height, wyso-
kos¢; W-width, szerokosé; C-channels, kanaly|. Kazda sktadowa koloru
(R,G,B) przyjmuje wartosci w przedziale [0,255] i jest reprezentowana
8 bitowa zmienna catkowita.
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Praca z obrazkami

Obraz jest macierza, zatem mozna ja wygenerowaé przy pomocy biblio-
teki Numpy przy wykorzystaniu funkcji zeros. Ponizszy kod tworzy
macierz o wysokosci 100 i szerokosci 100 punktéw i wypelnia ja zerami.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

img = np.zeros((100,100,3), dtype=’uint8?’)

plt.imshow (img)
plt.show ()

Listing 6.1: Tworzenie pustego obrazu

Powyzszy kod wykorzystuje takze biblioteke Matplotlib do wy-
Swietlenia utworzonej macierzy, ktora jest w rzeczywistosci obrazkiem.
Wyniku dziatania programu jest wys$wietlenie czarnego prostokata
(100 x 100), co zostalo zaprezentowane na rysunku 6.9.

) Figure 1 _ O %

0 20 40 60 80

Q)= @

Rysunek 6.9: Wynik dziatania programu
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Teraz zajmiemy sie otwarciem obrazu z dysku przy pomocy wbu-
dowanej w biblioteke funkcji imread. Jednakze najpierw przyjrzyjmy
sie rysunkowi 6.10. Obraz ten bedzie stanowi¢ wzorzec dla kolejnej
operacji.

Rysunek 6.10: Obraz wzorcowy

Ponizszy kod odczytuje plik wzorcowy przy pomocy funkcji imread,
a nastepnie wyswietla go przy pomocy biblioteki Matplotlib.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

img = cv2.imread(’flower0O1. jpeg’)

plt.imshow (img)
plt.show ()

Listing 6.2: Otwarcie obrazka z pliku

Wynik dziatania przyktadu jest widoczny na rysunku 6.11. Jak
wida¢, dalece odbiega on od obrazu wzorcowego, widocznego na rysunku
6.10. Wynika to wtasnie z niekompatybilnosci kolejnosci kanatow, stad
nalezy je odwrocic.
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i Figure 1
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Rysunek 6.11: Obraz wzorcowy odczytany przy uzyciu OpenCV

Odwroécenie kolejnosci kanatéw mozna przeprowadzié¢ na dwa spo-

soby.

Pierwszym z nich jest odwrécenie kolejnosci w macierzy na

ostatniej osi (osi kanaléw) img = img]...,::-1], za$ drugim sposobem
jest wykorzystanie wbudowanej funkcji konwertujacej w OpenCV: cvt-
Color(obraz, cv2.COLOR _BGR2RGB). Rozbudowany kod programu

wyglada teraz nastepujaco:

img =

# img

img =

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

cv2.imread(’flower01l. jpeg’)

# pierwszy sposob

= img[...,::-1]

# drugi sposob

cv2.cvtColor (img, cv2.COLOR_BGR2RGB)

plt.imshow (img)
plt.show ()

ol
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Listing 6.3: Otwarcie i konwersja obrazu
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Tym razem obraz zostal poprawnie wy$wietlony, co wida¢ na ry-
sunku 6.12.

% Figure 1 - a >
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Rysunek 6.12: Obraz skonwertowany prawidtowo

Wykrywanie krawedzi

Kontury to linie taczace wszystkie punkty wzdtuz granicy obrazu, ktére
maja te samag intensywnosé. Wykrywanie konturéw przydaje sie przy
analizie ksztaltow, identyfikacji rozmiaru obiektéw na obrazku czy
wykrywania obiektéow. Bibliotek OpenCV oferuje wiele funkcji wyod-
rebniania konturéow. Popularnym algorytmem wykrywania krawedzi
jest Canny, ktory zostal opracowany przez Johna F. Canny’ego. Jest
to ztozony algorytm wieloetapowy, lecz biblioteka OpenCV umozliwia
bardzo jego bardzo proste wykorzystanie.

import cv2 as cv
from matplotlib import pyplot as plt

img = cv.imread(’flower0O1l. jpeg’, 0)

edges = cv.Canny (img, 100, 200)

plt.subplot (121), plt.imshow(img, cmap = ’gray’)
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plt.title(’0braz oryginalny’), plt.xticks([]), plt.yticks([])

plt.subplot (122),plt.imshow(edges, cmap = ’gray’)

plt.title (’Wykryte krawedzie’), plt.xticks([]), plt.yticks
(rn

plt.show ()

Listing 6.4: Wykrywanie konturéw

Program (z listingu powyzej) odczytuje obrazek przy pomocy funk-
¢ji imread. Warto zauwazy¢, ze drugim argumentem funkcji jest tzw.
flaga, ktora w tym przypadku jest ustawiona na warto$é 0. Alterna-
tywnie mozna takze podaé flage cv2.IMREAD GRAYSCALE. Flaga
w tym wypadku oznacza, ze odczytany obrazek od razu zostanie skon-
wertowany do skali szarosci. Po przetworzeniu obrazu program wy-
swietli w jednym oknie obok siebie dwa obrazki - dzieki wykorzystaniu
metody subplot(). Dodatkowo przy pomocy title wyswietlane sa tytuly
dla kazdego obrazka z osobna.

Algorytm wykrywania konturéw OpenCV, przedstawiony na powyz-
szym przyktadzie, realizuje jedna funkcja Canny(). Jako argumenty
przyjmuje ona obraz wejsciowy, za$ drugim i trzecim argumentem
sa odpowiednio warto§¢ minimalna i maksymalna, czyli argumenty
progowe. Wszelkie krawedzie z gradientem intensywnosci wiekszym
niz warto§¢ maksymalna beda krawedziami, zas te ponizej wartosci
minimalnej nie beda krawedziami, zatem algorytm je odrzuci. Efekt
dziatania programu ilustruje rysunek 6.13.

Obraz oryginalny Wykryte krawedzie

Rysunek 6.13: Wykrywanie krawedzi

Odpowiednio, eksperymentujac z argumentami funkcji Canny/(),
mozna dopasowaé doktadno$é wykrywania krawedzi w zaleznosci od
analizowanego obrazu i jego zawartosci, doswietlenia oraz tresci.
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Detekcja twarzy

W tym podrozdziale zostanie zaprezentowana prosta metoda do detekcji
twarzy na obrazku. Wykrywanie twarzy jest procesem skomplikowa-
nym i wymagajacym duzej mocy obliczeniowej. Na szczescie biblioteka
OpenCV posiada wbhudowane algorytmy uczenia maszynowego, ktore
umozliwiaja ich bardzo proste uzycie. W konsekwencji napisanie pro-
gramu rozpoznajacego twarz, wymaga jedynie umiejetnosci ich uzycia
w praktyce.

Do rozpoznawania twarzy wykorzystany zostanie algorytm uczenia
maszynowego - tzw. klasyfikator Haara. Jest to, oparta na funkcjach
Haar, metoda wykrywania obiektéow. Zostata ona zaproponowana przez
Paula Viole i Michaela Jonesa w artykule ,Rapid Object Detection using
a Boosted Cascade of Simple Features” w 2001 roku. W duzym uprosz-
czeniu jej dzialanie jest oparte na funkcji kaskadowej, ktora musi zostac
wytrenowana przy pomocy wielu pozytywnych (zawierajacych twarze)
i negatywnych (nie zawierajacych twarzy) obrazéw. Dodatkowo nalezy
wydoby¢ z nich pewne cechy. Proces trenowania nie jest tatwy dla
poczatkujacego programisty, dlatego biblioteka OpenCV zawiera wiele
gotowych do wykorzystania klasyfikator6w. Mozna je pobraé¢ z witryny
https://github.com/opencv/ opencv/tree/master/data/haarcascades.

Jak wida¢, na liscie plikéw znalezé mozna wiele klasyfikatorow,
za$ ich przeznaczenie jest $cidle okreslone. Do detekcji twarzy wyko-
rzystamy klasyfikator o nazwie haarcascade frontalface default.xml.
Bedzie takze potrzebne dowolne zdjecie zawierajace twarz. Przykta-
dowe zdjecie znajduje sie na rysunku 6.14.

a
-

-_

.‘é =3 i/

'\ -~ ‘I
- —
. S

. &

Rysunek 6.14: Obrazek przedstawiajacy przyktadowe twarze

Program realizujacy rozpoznawanie twarzy znajduje sie na listingu
ponizej. Po wezytaniu klasyfikatora za pomocs funkcji CascadeClas-
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sifier, rozpoznanie nastepuje przy pomocy funkcji detectMultiScale,
ktora przyjmuje kilka argumentow, z ktérych pierwszym jest obrazek.
W tym ¢éwiczeniu nie beda oméwione dodatkowe argumenty, poniewaz
ich omoéwienie musi zosta¢ poprzedzone teorig dotyczaca klasyfikatorow
Haar. Jesli zostanie wykryta przynajmniej jedna twarz, funkcja zwroci
ich pozycje jako Rect(x,y,w,h). Dzieki temu mozna wykorzystaé je
w funkcji rectangle do narysowania ramki wokét zidentyfikowanego
obszaru obrazka.

import cv2

# Zatadowanie klasyfikatora
face_cascade = cv2.CascadeClassifier (’
haarcascade_frontalface_default.xml?)

# Odczyt obrazka z pliku
img = cv2.imread(’faces.jpg’)

# Konwersja do skali szarosci
gray = cv2.cvtColor (img, cv2.COLOR_BGR2GRAY)

# Detekcja twarzy
faces = face_cascade.detectMultiScale(gray, 1.1, 4)

# Rysowanie obwddki wokd6t rozpoznanej twarzy

for (x, y, w, h) in faces:
cv2.rectangle (img, (x, y), (x+w, y+h), (255, 0, 0), 2)
# WySwietlenie obrazka
cv2.imshow (’img’, img)

# Oczekiwanie na wcisnigcie dowolnego klawisza
cv2.waitKey ()

# Usunigcie wszystkich okien z pamigci
cv2.destroyAllWindows ()

Listing 6.5: Detekcja twarzy

Jak wida¢ na rysunku 6.15, program nakreslil ramki wokét zidenty-
fikowanych twarzy. Algorytm potrafi zidentyfikowaé¢ wiele twarzy na
obrazku.

Jesli zajdzie potrzeba identyfikacji wytacznie oczu, mozna wyko-
rzystaé¢ inny klasyfikator, np. o nazwie haarcascade eye.xml. Nalezy
zatem zmieni¢ linie programu odpowiadajaca za wezytanie klasyfika-
tora: face cascade = cv2.CascadeClassifier(’haarcascade eye.xml’)
i ponownie uruchomié program. Moze sie okazaé, ze oprocz oczu, algo-
rytm blednie rozpozna dodatkowe obiekty, takie jak usta czy nozdrza.
Wowcezas nalezy zmodyfikowaé parametr detectMultiScale(gray, 1.1, 7)
i ponownie uruchomié¢ program.

Jak wida¢ na rysunku 6.16, detekcja oczu przebiegta prawidtowo.
Warto podkresli¢, ze dysponujac komputerem o odpowiednio wydajnym
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6.6 Podsumowanie Q7
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Rysunek 6.15: Obrazek przedstawiajacy rozpoznane twarze

Rysunek 6.16: Obrazek przedstawiajacy rozpoznane oczy

procesorze, w pojedynczym programie mozna uzy¢ kilka klasyfikatorow.
Dla przyktadu mozna jednoczesnie poszukiwaé¢ na obrazkach zaréwno
twarzy, jak i oczu czy innych czedci ciala.

Podsumowanie

Celem rozdziatu byto zapoznanie czytelnika z podstawowymi funkcjami
biblioteki OpenCV do tworzenia systeméw wizyjnych. Choé¢ oméwiono
wylacznie kilka algorytméw dostepnych w bibliotece, a zaprezentowane
przyktady sa krotkie i tatwe w zrozumieniu, wyniki ich dzialania mozna
uzna¢ jako imponujace. Warto zapoznaé sie blizej z biblioteka i poznaé
inne algorytmy do réznych zastosowan (np. identyfikowania obiektow,
klasyfikowania ludzkich dziatan, §ledzenia ruchéw kamery, Sledzenia
poruszajacych si¢ obiektow itp.). Biblioteka OpenCV znajduje zastoso-
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wanie w wielu urzadzeniach i jest uzywana przez firmy, grupy badawcze,
ale takze przez organy rzadowe.
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7.1

7. O tworzeniu i tamaniu szyfrow

=
R —

Andrzej Chmielowiec

Wstep

Nauka, ktora zajmuje si¢ tworzeniem i tamaniem szyfrow nazywana
jest kryptologia. Skladaja sie na nig dwie podstawowe dziedziny: kryp-
tografia (nauka o tworzeniu szyfréw) i kryptoanaliza (nauka o tamaniu
szyfrow). Przez lata rozwoju techniki, zabezpieczania wiadomosci ewo-
luowaly i byly doskonalone. Jednak dopiero pojawienie si¢ komputeréw
spowodowalo ogromny przetom w tej dziedzinie. Wtedy tez okazalo
sie, ze rozwijane przez lata, takie dzialty matematyki jak teoria liczb
i algebra abstrakcyjna, maja swoje praktyczne zastosowanie.

Nasze rozwazania zacznijmy od przyktadu majacego juz ponad 2000
lat — szyfru Cezara. Zasada jego dzialania jest z dzisiejszej perspektywy
banalnie prosta. Kolejne litery alfabetu tacinskiego A, B,...,X,Y,Z
zastepowane sg literami odlegtymi od nich o 3 pozycje, co daje odpo-
wiednio litery D, F, ..., A, B,C. Nietrudno réwniez wyobrazi¢ sobie
proces deszyfrowania, podczas ktérego nastepuje odwrotna zamiana.
Mozna zatem powiedzieé, ze z matematycznego punktu widzenia szy-
frowanie i deszyfrowanie sg pewnymi funkcjami, z ktérych druga jest
odwrotnoscia pierwszej. Formalnie dla szyfru Cezara mozemy to zapi-
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sa¢ na przykltad w nastepujacy sposob:

(A — D (A — X

B — FE B —~ Y

C —» F C — Z
f : o :

X = A X = U

Y —» B Y —» V

Z = C Z = W

Jesli pojdziemy nieco dalej i zakodujemy kazda litere alfabetu tacii-
skiego kolejnymi nieujemnymi liczbami catkowitymi (A — 0, B +— 1,
.y Z +— 25), to szyfr Cezara przyjmie jeszcze bardziej skondensowana
postaé. Mianowicie obie funkcje bedziemy mogli zapisaé jako

f(x) =z + 3 mod 26,
fHy) =y — 3 mod 26.

Przy czym mod26 jest operacja wziecia reszty z dzielenia przez 26.
Zauwazmy, ze przesuniecie o 3 moze by¢ zastapione przesunieciem
o dowolng liczbe pozycji. Wtedy szyfr Cezara uogdlnia sie do postaci

f(z, k) = x + k mod 26,
f_l(yvk) =Y—- k mod 267

gdzie liczbe k nazywamy kluczem. Nietrudno zauwazy¢, ze mozliwych
kluczy jest 26, przy czym klucz k = 0 daje funkcje identycznosciowa
i nie zmienia tekstu jawnego. Klucz taki okreslamy mianem stabego
klucza, gdyz nie pozwala on utajni¢ wiadomosci. Jak do tej pory
opisalismy konstrukcje szyfru Cezara i jego uogdlnienie. Dziatalismy
wiec w obrebie kryptografii. Teraz spojrzymy na ten szyfr od strony
kryptoanalizy, czyli nauki o tamaniu szyfréw. W tym przypadku naj-
prostsza metoda jest tak zwany atak brutalny — to znaczy przeszukanie
wszystkich mozliwych kluczy kryptograficznych. Atak ten jest mozliwy
poniewaz liczba wszystkich kluczy jest bardzo mala i wynosi zaledwie
26. Istnieje jednak bardzo prosta modyfikacja szyfru Cezara, ktora
wydatnie zwieksza liczbe mozliwych kluczy. Mianowicie jako funkcje
f wybieramy dowolna permutacje zbioru liter {A, B, ..., Z}. Takich
mozliwosci mamy juz 26! ~ 288 co oznacza, ze liczba mozliwych kluczy
jest gigantyczna. Nowoczesny procesor nie bytby w stanie ich prze-
analizowa¢ nawet gdyby pracowal od poczatku istnienia wszechswiata.
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Tutaj jednak z pomoca przychodzi nam statystyka. Okazuje sie bo-
wiem, ze w kazdym jezyku czestotliwoéé wystepowania poszczegdlnych
liter jest rozna. Dzieki temu, przy odpowiedniej liczbie tekstow zaszy-
frowanych, mozliwe jest znaczne ograniczenie mozliwych kluczy. Ten
rodzaj kryptoanalizy stosowany byt juz w Sredniowieczu. Sprawdzano
najpierw, jakie litery pojawiaja sie w szyfrogramie najczesciej i w to
miejsce wstawiano litery najczesciej wystepujace w danym jezyku. Na
og6t po kilku lub kilkunastu prébach prowadzilo to odczytania calej
wiadomogci i poznaniu przeksztalcenia szyfrujacego.

Szyfry bazujace na koncepcji szyfru Cezara dominowaly przez bar-
dzo dhlugi czas. Rewolucje w podejsciu do projektowania i tamania
szyfrow przyniosta dopiero II Wojna Swiatowa i niemiecka maszyna
szyfrujaca Enigma. Byla to pierwsza tak zaawansowana koncepcyjnie
maszyna szyfrujaca. Jej ztamanie stato sie motorem rozwoju zupet-
nie nowych metod kryptoanalizy. Ogromny udzial mieli w tym polscy
matematycy: Marian Rejewski, Henryk Zygalski i Jerzy Rozycki. Zasto-
sowali oni teorie permutacji i pewne wtasnosci maszyny do ograniczenia
przestrzeni przeszukiwanych kluczy. Kolejnego przetomu dokonat Alan
Turing, ktory stworzyl tak zwane bomby kryptologiczne — urzadze-
nia mechaniczno elektryczne, ktére wspieraly proces tamania szyfru
Enigmy. Daly one poczatek pierwszym komputerom i informatyce.

Wspoditczesne podejscie do konstrukciji szyfrow

W roku 1975 nastapil swego rodzaju przetom w podejsciu do projekto-
wania szyfrow. W tym roku opublikowano bowiem standard DES (Data
Encryption Standard). Algorytm szyfrowania symetrycznego opraco-
wany przez firme IBM. Nowoscig w tym przypadku byto opublikowanie
kompletnej dokumentacji szyfru. Od poczatku zatem przyjeto zatoze-
nie, ze bezpieczenstwo szyfrowania zalezy jedynie od bezpieczenstwa
klucza, a nie utajnienia metody szyfrowania. Zmiana byla rewolucyjna
o tyle, ze przed standardem DES utajniano nie tylko klucze krypto-
graficzne, ale réwniez sposob szyfrowania. To nowe podejscie stalo
sie motorem rozwoju kryptoanalizy szyfréw symetrycznych. Wielu
naukowcow zajmujacych sie kryptologia, skupito swoja uwage na po-
szukiwaniu stabosci zaproponowanego standardu. Dzigki intensywnym
pracom powstaly takie techniki, jak kryptoanaliza réznicowa i krypto-
analiza liniowa. Standard ten zostal wycofany z uzytku i zastapiony
szyfrem AES (Advanced Encryption Standard) w roku 2001. Tym
razem standard szyfrowania zostal wyloniony w ramach otwartego,
miedzynarodowego konkursu. Algorytm AES stal sie, podobnie jak
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jego poprzednik, kotem zamachowym do badania nowych metod kryp-
toanalizy. Najbardziej znaczacym efektem prac naukowcow byla w tym
przypadku metoda kryptoanalizy algebraiczne;j.

Warto pokazaé¢ konstrukcje tego szyfru, gdyz jest ona bardzo este-
tyczna od strony matematycznej i doskonale pokazuje, w jaki sposob
jego autorzy uczynili go odpornym na kryptoanalize réznicows i liniows.
Nie bedziemy sie tutaj koncentrowali na doktadnym opisie catego szyfru
AES, a jedynie na jego pojedynczej rundzie (algorytm realizuje 10, 12
lub 14 rund w zaleznosci od dtugosci klucza).

aﬂ‘ﬂ aﬂ,l aV.Z aDJ bﬂﬁ bﬂ,l b0,2 b0.3 Bez a a a a a a, a, a
swBytes] —F—1——1  zmin 00| %01 | 02| %3 0| .| Z02| o3
B10| 1] Da| 315 big| bia| Bia| Bis ShiftRows
— e I —b Presugol| ayo| 3| a5 3, a,|a, a,la,
Bo| %q % Pos ¢} 22 Pas _>
I Preesui 02| 3,0 [ 3y | 3| @ a,,| 8,5 a,,| 2.
20| 31| 2| 5 52| B3| D0 @21
a3,ﬂ aS,l a3,2 83,3 blﬂ b 32 33 -«
—
Przesuio3| 3 ( Ay, | d35 fz,z 33| 30| 31| 32
S

a) Przeksztalcenia SubBytes b) Przeksztalcenie ShiftRows

2| 9,
AddRoundKey|
y 1
2 fas 20 | P2,

Slels

P e
T

=

Rysunek 7.1: Przeksztalcenia wchodzace w sktad pojedynczej rundy
szyfru AES [Zzrodlo: domena publicznal

AES jest szyfrem blokowym szyfrujacym porcje danych o dtugosci
128 bitow. Kazda taka porcja dzielona jest na 16 bajtow (8-bitowych
kawatkow). W kazdej rundzie te 16 bajtéow poddawane jest czte-
rem podstawowym operacjom: SubBytes, ShiftRows, MixColumns
i AddRoundKey. Dziatanie poszczegdlnych operacji zostato zilustrowane
na Rysunku 7.1. Z matematycznego punktu widzenia kazdy bajt trak-
towany jest jako element struktury algebraicznej, nazywanej ciatem.
Jest to taki zbior elementéw, w ktérym mozna wykonywaé dodawanie,
odejmowanie i mnozenie. Dodatkowo istnieje w tym zbiorze 0 i 1,
a wszystkie elementy poza zerem maja swoja odwrotno$é. Kazdy bajt
00, 01, ..., FF traktowany jest jako wielomian

(B)]_6 == (b7b6b5b4b3b2b1b0)2
= b X7+ b X0 4+ b5 X% + by X + b3 X3 4+ by X2 + 01 X + by,
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a wynik kazdej operacji arytmetycznej powstaje przez wykonanie
odpowiedniego dziatania i zredukowanie wyniku do reszty z dziele-
nia przez wielomian definiujacy cialo. W tym przypadku jest to
f(X) = X8+ X'+ X3+ X + 1. Osoby zainteresowane szczego-
tami dziatan arytmetycznych zachecamy do zapoznania sie z tematyka
ciat skoriczonych lub ciat Galois.

Cwiczenie 7.1 Aby wykonywa¢ dzialania w ciele Galois GF(2%),
nalezy pamieta¢ o dwodch zasadniczych zasadach:

1. wynik obliczeri zawsze redukujemy do reszty z dzielenia przez
wielomian f(X) = X8+ X4+ X3 + X + 1,

2. wszystkie liczby parzyste zastepujemy przez 0, a nieparzy-
ste przez 1 — to wynika z tak zwanej charakterystyki ciata,
ktora w tym przypadku wynosi 2 (wszystkie wspotczynniki
wielomianéw redukowane sg do reszty z dzielenia przez 2).

Zatozmy teraz, ze mamy przez siebie pomnozyé¢ dwa bajty: 80 i 20.
Bajty te reprezentuja dwa wielomiany: g(X) = X7 i h(X) = X5.
Tloczyn tych wielomianéw to m(X) = X'2. Teraz konieczne jest wy-
znaczenie reszty z dzielenia wielomianu m przez f, ktoéra oznaczamy
przez m mod f. W przypadku wielomianéw, taka redukcja moze by¢
realizowana przez eliminowanie jednomianu o najwyzszej potedze.
Pamietajac, ze liczby parzyste zastepujemy przez 0, a nieparzyste
przez 1 mozemy dokonaé redukcji w nastepujacy sposob:

m(X) mod f(X) = X' - X*f(X)
=X3+ X"+ X%+ X4
= X34+ X"+ X5+ X4 — f(X)
=X"+X°+ X3+ X + 1.
Mozemy zatem zapisa¢, ze 80-20 = AB. Sprobuj teraz samodzielnie
wymnozy¢ bajty: 80 i83. Reprezentuja one wielomiany: g(X) = X

i h(X)=X"4+X+1. W wyniku tego dzialania powinienes otrzymac
1, co oznacza, ze jeden z bajtéw jest odwrotnoscia drugiego. [

Jak dotychczas w szyfrze AES znaleziono jedng stabosé. Jest
nig przeksztalcenie SubBytes. Z matematycznego punktu widzenia
przeksztalcenie to mozemy zapisaé¢ jako

y=A(x")+b,

gdzie A jest pewnym odwracalnym przeksztalceniem liniowym, a b
jest ustalonym bajtem. Z algebraicznego punktu widzenia réwnanie to
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mozna przeksztatci¢ do postaci
A Ny —b) =

Dzieki temu kryptoanalize mozna sprowadzi¢ do rozwiazywania uktadu
rownan stopnia drugiego. Wykonujac odpowiednie zamiany zmiennych,
mozna ten uktad sprowadzi¢ do uktadu réwnan liniowych o bardzo
duzym rozmiarze. Takie podejscie okreslamy dzisiaj mianem kryp-
toanalizy algebraicznej. Prace wielu naukowcoéw wskazuja, ze atak
z uzyciem opisanej metody moze by¢ skuteczniejszy niz przeszukiwanie
przestrzeni wszystkich kluczy. Niemniej ztozonosé tego ataku jest tak
duza, ze poéki co pozostaje on poza zasiegiem obliczeniowym nawet
najwiekszych superkomputeréw.

Kryptografia z kluczem publicznym - przetom
w zabezpieczaniu komunikaciji

Podstawowym problemem w stosowaniu kryptograficznej ochrony in-
formacji jest koniecznosé wezesniejszej wymiany kluczy szyfrujacych.
Musi sie ona odby¢ w warunkach catkowitej poufnosci, a to najczesciej
oznacza koniecznosé albo osobistego spotkania, albo przynajmniej prze-
kazania kluczy przez zaufanego kuriera. Jest to zatem dosé kosztowne
rozwigzanie jezeli méwimy o wymianie informacji z kims, kto znajduje
sie na drugim koricu Swiata. Rozwigzanie tego problemu przyniosta
druga potowa lat 70-tych XX wieku. W roku 1976 Witfield Diffie
oraz Martin Hellman zaproponowali pierwszy protokét, pozwalajacy na
ustalenie wspolnego sekretu (klucza szyfrujacego) przy uzyciu publicz-
nego kanatu komunikacyjnego. Rok pézniej Ron Rivest, Adi Shamir
i Leonard Adleman zaproponowali algorytm szyfrowania asymetrycz-
nego oraz podpisu cyfrowego. Obie te metody zrewolucjonizowaly
podejscie do zabezpieczania informacji i dalty podwaliny do bezpiecznej
komunikacji elektroniczne;j.

Dzisiaj niemal kazda witryna posiada swoj cyfrowy certyfikat i umoz-
liwia nawigzanie z nig bezpiecznej, szyfrowanej komunikacji. Na Ry-
sunku 7.2 przedstawiono komunikat przegladarki Chrome, ktéra infor-
muje o zabezpieczonej transmisji z witryna google.pl.
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< Bezpieczenstwo x
google.pl

Potaczenie jest bezpieczne
Informacje, ktore wysytasz tej witrynie
(na przyklad hasta lub numery kart
kredytowych), pozostaja prywatne.
Dowiedz sig wigcej

B Certyfikat jest wazny =

Rysunek 7.2: Informacja przegladarki na temat zabezpieczenia pota-
czenia z witryna (polaczenie szyfrowane protokotem HTTPS)

Szczegdly cyfrowego certyfikatu przedstawiono na Rysunku 7.3.
Certyfikat jest dokumentem podpisanym cyfrowo, ktory zawiera infor-
macje dotyczace witasciciela, klucza publicznego, uzytych algorytméw
oraz sposobu uzycia klucza. Dzieki tym informacjom przegladarka
moze nawigzaé¢ bezpieczne polaczenie ze strona internetowa. Taka za-
szyfrowana transmisja jest dzisiaj podstawa wszelkich ustug bankowych
i sklepéw internetowych.

x x
Przegladarka certyfikatow: *.google.pl Przegladarka certyfikatow: *.google.pl
Ogélne | Szczeasly Ogsine | szczegéty

Hierarchia certyfikatow
Wystawiony dla
Builtin Object Token:GTS Root R1

ospolita (CN)

GTsCA1C
Pola certyfikatu
Wystawiony przez
Nazwa pospolita (CN) GTscatcs *.googlepl
Organizagia (0) Google Trust Services LLC Ceryfikat
Jednostka organizacyina (OU)  <brak w certyfikacie>
Wersia
Okres wanoci Numer seryjny

Wystawiony dnia Algorytm podpisu certyfikatu

Wygasa dnia

Wystawea

Odciski cyfrowe. Waznos¢
Nie wezesniej niz
489841 A2 CD 66 B8
7049 BF 53 5F BB Nie néniei ni7
6 CA7CA2 36 49 TA9E

oddisk 6D A2D17859 1E
863C6C711ADC
F97D0D 6B A8 6D 83
DF77902D

sk cyfrowy SHA-T
Odcisk cyfro Wartosé pola

PKCS #1, SHA256 2 szyfrowaniem RSA

Eksportuj

Rysunek 7.3: Informacja przegladarki na temat certyfikatu wykorzy-
stane do zabezpieczenie komunikacji ze strong internetows (w szczego-
tach informacja na temat zastosowania algorytmu RSA do podpisania
certyfikatu)

Pozostawmy jednak strone techniczna i zobaczmy, jaka matema-
tyka kryje sie za protokotem Diffiego-Hellmana i algorytmem RSA.
Podstawe obu systeméw stanowi arytmetyka resztowa. MieliSmy juz
z nig do czynienia przy okazji szyfru Cezara. Okreslilismy bowiem prze-
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ksztalcenie szyfrujace jako f(z) = x + 3 mod 26. Zatem interesowaly
nas tak naprawde reszty z dzielenia przez 26. W przypadku protokotu
Diffiego-Hellmana (DH) wykorzystujemy podobny mechanizm. Zakta-
damy bowiem, ze znana jest pewna duza liczba pierwsza p oraz pewna
liczba g zwana generatorem o tej wtasnosci, ze zbior

(g9) = {g" mod p, g* mod p,...,g" " mod p}

zawiera wszystkie reszty z dzielenia od 1 do p — 1. Aby protokét DH
byt odporny na réznego rodzaju ataki, poszukuje si¢ liczb pierwszych
postaci p = 2q+1, gdzie ¢ rowniez jest liczba pierwsza. Wbrew pozorom,
znalezienie liczby pierwszej o takich wtasnosciach nie jest wcale trudne.
Wynika to przede wszystkim z faktu, ze gesto$é liczb pierwszych,
w zbiorze liczb naturalnych, jest relatywnie duza. Mozna bowiem
wykazac, ze liczb pierwszych mniejszych od n jest mniej wiecej -
Oznacza to, ze $rednio, co (Inn)-ta liczba jest pierwsza. Do weryfikacji,
czy liczba naturalna jest liczba pierwsza stosowane sg réznego rodzaju
testy. Jednym z najpopularniejszych jest test Rabina-Millera. Jest to
test probabilistyczny o bardzo duzej szybkosci.

Cwiczenie 7.2 Rozwazmy liczbe pierwsza p = 2¢+1=11=2-5+1.
Mozna wykazaé, ze dla liczb pierwszych postaci 2¢ + 1 na to, aby
liczba g byla generatorem potrzeba i wystarcza spetnienie dwoch
nastepujacych zaleznosci:

1. ¢?>mod p #1,

2. g?mod p # 1.
Dzieki powyzszemu warunkowi mozemy zatem stwierdzié, ze liczba
2 jest generatorem dla liczby 11, gdyz 22 mod 11 = 4 # 1 oraz
2° mod 11 = 10 # 1. Natomiast liczba 10 nie jest generatorem,
gdyz 102 mod 11 = 1. Wyznacz wartosci wyrazeni 2¥ mod 11 dla
liczb k € {1,2,...,10} i sprawdz, ze zadna warto$¢ nie zostala
powtoérzona. Znajdz generator dla liczby pierwszej p = 23 = 2-11+1.

Majac do dyspozycji liczbe pierwsza p oraz wspomniany generator g
mozemy zrealizowaé protokoét opracowany przez Diffiego i Hellmana.
Zaktadamy przy tym, ze wartosci p i g sa publicznie znane wszystkim
stronom. Przyjmijmy, ze Alicja i Bob chcg w bezpieczny sposob
komunikowac¢ sie ze soba na przyktad za pomoca szyfru AES. Aby to
zrobi¢ musza posiadaé klucz, ktéry bedzie znany tylko im. Zadaniem
protokotu DH jest wlasnie ustalenie wspolnego sekretu znanego tylko
Alicji i Bobowi.
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Alicja Internet Bob
Wylosowanie klucza Wylosowanie klucza
ac{l,2,....,p—1} be{l,2,....,p—1}

Wyznaczenie Wyznaczenie
he = g% mod p hy = g® mod p
hg —

— hb
Wyznaczenie Wyznaczenie
k = (hy)® mod p k = (hq)? mod p
= (¢")* mod p = (¢9")" mod p
= ¢® mod p = ¢® mod p

Jak widzimy, Alicja i Bob sg w stanie wyznaczy¢ identyczng wartos$é
k, przy czym w kanale transmisyjnym pojawiajg sie jedynie wartosci
hq oraz hy. Cale bezpieczenistwo tego protokotu oparte jest na za-
lozeniu, ze wyznaczenie sekretu ¢? mod p jest obliczeniowo bardzo
trudne, jezeli znane sa jedynie p, g, he = ¢* mod p i hy = g” mod p.
Zatrzymajmy sie teraz przez chwile nad stwierdzeniem obliczeniowo
bardzo trudne. Jest ono dzisiaj podstawa wszelkich zabezpieczen telein-
formatycznych. To znaczy wyszukujemy problem, ktorego rozwiazanie
z obliczeniowego punktu widzenia wymaga niewyobrazalnych zasobéow
i prébujemy na jego bazie stworzyé algorytm szyfrowania, podpisu
cyfrowego lub wymiany kluczy. Nalezy przy tym pamiectaé, ze na-
ukowcy caly czas poszukujg nowych, lepszych metod rozwiazywania
wielu problemoéw obliczeniowych. Moze sie zatem zdarzy¢, ze konieczne
stanie sie wydtuzenie kluczy badz nawet zmiana systemu zabezpieczei.
Na przyklad na poczatku tego stulecia dla protokotu DH powszechnie
uzywano liczb pierwszych, ktére maja 1024 bity. Dzisiaj dopuszcza sie
dtugosci nie mniejsze niz 3072 bity. Natomiast dla nowych aplikacji
rekomendowane jest zastapienie arytmetyki liczbowej przez arytme-
tyke na punktach krzywej eliptycznej. Z uwaga nalezy sie réwniez
przygladaé¢ rozwojowi komputeréw kwantowych. Dla takich kompute-
row problem stanowiacy podstawe bezpieczeristwa protokotu DH jest
bowiem obliczeniowo tatwy.

PrzejdZzmy teraz do algorytmu RSA. Jest to o tyle fenomenalne
rozwigzanie, ze daje mozliwos¢ zaréwno realizacji szyfrowania z kluczem
publicznym, jak i wykonywania podpisu cyfrowego. Algorytm ten na
dhugie dekady zagoscit w niemal wszystkich implementacjach stuzacych
do ochrony transmisji danych. Podstawa jego bezpieczeristwa jest
problem rozktadu liczb na czynniki pierwsze. Aby zrealizowaé algorytm
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RSA, nalezy wygenerowaé dwie liczby pierwsze p oraz ¢, a nastepnie
wyznaczy¢ ich iloczyn n = pg. Dodatkowo generujemy pare kluczy
kryptograficznych: klucz publiczny e oraz klucz prywatny d o tej
wlasnosci, ze

edmod (p—1)(¢g—1) =1.

Klucz publiczny e wraz z liczba n udostepniamy wszystkim zaintereso-
wanym nawiazaniem z nami bezpiecznego polaczenia. Natomiast klucz
prywatny d oraz liczby pierwsze p i ¢ przechowujemy w bezpiecznym
miejscu. Zatoézmy, ze ktos chce do nas zaszyfrowaé pewna wiadomosé
m. Wtedy wyznacza szyfrogram ¢ w nastepujacy sposéb

¢ = m°® mod n.

Aby odszyfrowaé przestana wiadomosé ¢, konieczne jest posiadanie
klucza prywatnego d

t = c? mod n = (m)? mod n = m* mod n.

Tylko dlaczego t powinno dawaé¢ wartosé¢ zaszyfrowanej wiadomosci
m? Okazuje si¢, ze odpowiedzi na to pytanie udzielil juz kilka wie-
kow wezesniej Leonard Euler, ktory sformutowal nastepujace twierdze-
nie

Twierdzenie 7.1 Jezeli najwiekszy wspoélny dzielnik liczb a i n wynosi
1, to zachodzi nastepujaca zaleznosé

a?™ mod n =1,

gdzie p(n) jest liczba liczb naturalnych wzglednie pierwszych z n
i mniejszych od n. W szczegdlnosci, jezeli n = pq, to ¢(n) =
(p—1)(g—1).

Aby wyjasnié¢, dlaczego powyzsze twierdzenie pozwala na skuteczne
deszyfrowanie wiadomogci, musimy powrdci¢ do warunku narzuconego
na klucze e i d. Przypomnijmy, ze spelniaja one zalezno$é ed mod
(p—1)(¢ — 1) = 1. Z definicji dzielenia z reszta oznacza to, ze istnieje
pewna calkowita i nieujemna liczba s, ktora spelnia réwnanie ed =
s(p—1)(¢g — 1) + 1. Zatem mozemy zapisaé

m& mod n = m* @D+ 154 g

_ (m(P—l)(q—l))S -m mod n.
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Twierdzenie Eulera méwi nam jednak, ze jezeli m i n sa wzglednie
pierwsze, to m®P~D@=Y mod n = 1. Otrzymujemy zatem

t =m® mod n = (1)* - m mod n = m.

Co jednak w przypadku, gdy wiadomos¢ m nie jest wzglednie pierw-
sza z n. Mozna wykazaé, ze réwniez w takich przypadkach proces
deszyfrowania daje poprawng wartos¢. 7Z taka wiadomoscia jest jed-
nak powazniejszy problem. Znalezienie takiej niezerowej wiadomosci
oznacza bowiem mozliwo$é wyznaczenia czynnikéw p i g. W konse-
kwencji posiadacz takiego m moze réwniez wyznaczy¢ klucz prywatny
d i ztamaé¢ kryptosystem. Pamietajmy jednak, ze minimalna dtugosé
kiedykolwiek stosowanych kluczy RSA wynosi 1024 bity. W prak-
tyce oznacza to tyle, ze wylosowanie takiej wiadomosci jest tak samo
prawdopodobne jak wygrana w Lotto 16 razy z rzedu.

Algorytm RSA posiada sporo luk, ktére mozna wyeliminowaé przez
narzucenie odpowiednich warunkéw na czynniki p i ¢. Dodatkowo
wprowadza sie rowniez specjalne formatowanie wiadomosci, aby zmniej-
szy¢ ryzyko nieuprawnionego jej odczytania. Za pomocag RSA mozna
rowniez realizowaé¢ podpis cyfrowy. Przebieg obliczen jest podobny,
tylko w pierwszej kolejnosci wykorzystywany jest wykladnik prywatny
d. Za jego pomoca tworzony jest podpis

d

h = m® mod n.

Nastepnie autor udostepnia pare (m, h) oraz swoj klucz publiczny (e, n).
Dzieki temu kazdy moze zweryfikowaé, czy podpis pod wiadomoscia
jest autentyczny. Jezeli bowiem wartosé

t = h®modn

jest tozsama z m, to uznajemy podpis za poprawny i ztozony przez
posiadacza klucza prywatnego d. W przeciwnym razie uznajemy podpis
za falszywy.

Podsumowanie

Przedstawione w tym rozdziale tematy, zwigzane z szyfrowaniem i pod-
pisami cyfrowymi, stanowia jedynie wstep do obszernej dziedziny, jaka
jest kryptologia. Celem tego rozdziatu byto pokazanie, w jaki spo-
s6b nowoczesne metody bezpieczeristwa teleinformatycznego bazuja
na matematyce i jak istotna jest ona w zapewnieniu poufnosci i nie-
zaprzeczalnosci transmisji cyfrowej. Czytelnikow zainteresowanych ta
tematyka odsytamy do obszernej literatury dotyczacej tematu krypto-
graficznej ochrony informacji.
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8. Analiza duzych zbiorow danych

Leszek Klich

Wstep

Znaczenie Big Data staje sie coraz bardziej popularne i kojarzy sie
gtoéwnie z praca analitykow, ktorzy majac dostep do olbrzymich zbio-
row danych poszukuja rozwiazan dla biznesu. Istnieje kilka definicji
terminu Big Data, jednak cze$¢ z nich nie wydaje sie precyzyjnie
oddawaé rzeczywisto$é. Otdz terminem Big Data okresla sie duze
zbiory danych. Stowo ,duze” jest jednak nieprecyzyjne, zatem uznajmy,
ze sa to zbiory o takim rozmiarze, ze trudno jest poddaé je analizie
przy pomocy tradycyjnych metod. To takze odniesienie do wszelkich
czynnosci szukania, pobierania, gromadzenia i przetwarzania danych.
Rezultatem analizy moze by¢ wiedza, ktora moze by¢ wygenerowa-
nym profilem konsumenta lub firmy, a w konsekwencji przektada sie
na zwiekszenie konkurencyjnosci oraz wickszych dochodéw. Analiza
danych, wsparta algorytmami sztucznej inteligencji, moze by¢ takze
przydatna do wszelkiego typu predykcji niezbednej w przemysle.

Zré6dia danych i podstawowe problemy

Wspolczesne systemy informacyjne i produkcyjne gromadza ogromne
ilosci danych, ktore stale sie powiekszaja. Sa one dostepne w postaci
baz danych, plikéw tekstowych i binarnych, za$ ich Zré6dtem moga
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by¢ witryny internetowe, zawierajace dane w postaci np. tabel. Jed-
nakze cze$¢ zebranych danych moze okazaé sie mniej warto$ciowa,
poniewaz mamy w tym przypadku do czynienia z terminem ,szumu
informacyjnego”. Termin ten oznacza dane nieistotne, niezweryfiko-
wane, ktore moga zaburzy¢ wyniki analizy. Innym problemem jest
uszkodzenie danych, np. na skutek btedéw transmisji. Z tego powodu,
jednym z pierwszych zadan dla analityka jest prawidtowe wyczyszcze-
nie zbioru i posegregowanie danych, a nastepnie dokonanie ich analizy.
Nalezy takze zwroci¢ uwage na filtrowanie danych, czyli redukcje, ktora
przyspiesza proces analizy, a czasem w ogoble jg umozliwia. Jest to
szczegolnie istotne przy pracy z bardzo duzymi zbiorami danych. Czysz-
czenie, segregacja, naprawa bledow i filtrowanie danych moze odbywaé
sie przy pomocy poétautomatycznych narzedzi, zas czasochtonnosé tego
etapu jest o wiele wieksza niz sam etap analizy. W tym rozdziale
nie bedziemy zajmowaé sie tematyka procesu przygotowania danych.
Zamiast tego, dane beda generowane lub dostarczone jako prawidtowe
pliki zawierajace zestawy danych.

Jezyk Python i biblioteki do analizy danych

Standardowa instalacja jezyka Python nie zawiera wystarczajaco wy-
dajnych obliczeniowo ztozonych typow danych. Mamy do dyspozycji
listy czy stowniki, jednakze ze wzgledu na ich uniwersalnosé charaktery-
zuja sie one powolnym dzialaniem w przypadku przechowywania duzej
ilosci wpiséw. Z tego powodu nie sa one przeznaczone do szybkich ob-
liczent numerycznych. Na szczescie istnieje szybka, wydajna i darmowa
biblioteka, ktora niweluje te przypadto$é jezyka. Biblioteka NumPy,
bo o niej bedzie teraz mowa, zostalta stworzona, aby umozliwi¢ szybkie
i sprawne operacje na macierzach. Czym rozni sie od standardowe;j listy
w jezyku Python? Przypomina ona tablice znane z innych jezykéw pro-
gramowania, czyli przechowuje elementy tego samego typu (zazwyczaj
typy liczbowe). Poza tym listy sa jednowymiarowe, zas tablice NujmPy
- wielowymiarowe. Oprocz tego, listy umozliwiajg przechowywanie
réznych typéw zmiennych, co czyni je znacznie wolniejszymi od tablic
obecnych w NumPy.

Druga z bibliotek, ktéra warto sie zainteresowaé jest Pandas. Zo-
stata ona stworzona na bazie poprzedniej. Pandas to jeden z najbardziej
rozbudowanych pakietow przeznaczonych do analizy danych dla jezyka
Python. Pozwala miedzy innymi na odczyt danych z wielu zrédet,
czyszczenie, filtrowanie i grupowanie danych oraz oczywiscie na ich
analize. Biblioteka jest niezwykle popularna wéréd analitykow oraz

[}u Projekt pt.: ,MODELOWE ROZWIAZANIA NA TRUDNE WYZWANIA - Plan Rozwoju Lokalnego i Instytucjonalnego Stalowej Woli”
wspotfinansowany jest ze Srodkéw Norweskiego Mechanizmu Finansowego 2014-2021 (85%) oraz Budzetu Panstwa (15%). @

Norway
grants Wspbinie dzialamy na rzecz Europy zielonej, konkurencyjnej i sprzyjajacej integracji spolecznej.



8.4

8.4 Instalacja bibliotek 113

naukowcow ze wzgledu na jej dynamiczny rozwdj oraz mozliwosci.
Zasada dziatania obiektu Pandas, ktéry nosi nazwe DataFrame, jest
analogiczna do tabeli w programie Excel, jednakze biblioteka dziata
w trybie tekstowym i do jej obstugi wymagana jest podstawowa znajo-
mos¢ jezyka Python. Jest jednak bardzo uniwersalna, szybka i przy
tym darmowa. Oto kluczowe funkcjonalnosci biblioteki Pandas:

e bardzo szybki obiekt DataFrame, ktory automatycznie indeksuje
zbibr;

e zawiera narzedzia do tadowania danych z réznych formatéw pli-
kéw oraz baz danych;

e narzedzia do wypekiania brakujacych danych;

e praca z zestawami dat w réznych formatach;

e przycinanie, indeksowanie i tworzenie podzbioréw duzych zbioréow
danych;

e mozliwo$¢é usuwania i wstawiania danych w strukturze;

e grupowanie i przeksztatcenia danych;

e obsluga szeregdéw czasowych.

Instalacja bibliotek

Zakltadam, ze jezyk Python zostal juz zainstalowany zgodnie z in-
strukcja zawarta w zalaczniku zatytutowanym ,Instrukcja instalacji
oprogramowania Python”.

Podczas nauki analizy danych bedziemy korzystaé z bibliotek:
NumPy, Pandas oraz Matplotlib. Sa to biblioteki przeznaczone do
analizy 1 wizualizacji danych. Aby zainstalowa¢ biblioteki, nalezy uru-
chomié¢ srodowisko Thonny i z menu Narzedzia wybraé polecenie
Otworz powloke systemowas, co widaé¢ na rysunku 8.1.

Marzedzia Pomoc
Zarzadzaj pakietami...
B otwér:z powtoke systemowa...

Otwarz folder programu Thonny ...
Otwarz folder danych Thonny ...

Zarzadzaj wiyczkami...

Opcje...

Rysunek 8.1: Uruchamianie powtoki systemowej w §rodowisku Thonny
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Nastepnie w oknie powloki systemowej nalezy zainstalowaé biblio-
teki, wykonujac poplecenia : pip install numpy <FEnter>, nastepnie
pip install pandas <Enter>, a na koniec pip install matplotlib
<FEnter>. Po kazdym wywolaniu polecenia pip nastapi proces pobie-
rania i instalacji bibliotek, co moze potrwaé¢ w zaleznosci od predkosci
tacza internetowego.

Jesli instalator pakietu wykryje, ze wymagana biblioteka lub zalez-
noé¢ zostata juz wezesniej zainstalowana, pominie jego instalacje i wy-
$wietli odpowiednia informacje. Po zainstalowaniu pakietéw NumPy,
Pandas i Matplotlib, proces instalacji srodowiska i bibliotek jest zakori-
czony.

Podstawy biblioteki NumPy

Podstawowym typem danych NumPy jest typ ndarray (N-dimmentional
array), czyli tablica wielowymiarowa. Jest to w rzeczywistosci tablica
zawierajaca jeden typ danych, analogicznie jak w innych jezykéw pro-
gramowania. Oczywiscie NumPy pozwala takze na tworzenie tablic
jednowymiarowych i stuza do tego nastepujace komendy:

e numpy.array() - podajemy wszystkie wartosci tablicy;

e numpy.arange() - podajemy zakres, jakim uzupelniamy tablice

oraz odstep liczbowy pomiedzy nimi;

e numpy.linspace() - przydatny podczas tworzenia wykresow, gdzie

podajemy zakres liczbowy oraz podzial liczbowy.

W tym rozdziale zajmiemy si¢ wylacznie generowaniem tablicy
jednowymiarowej, przypiszemy do niej wartosci funkcji sinus i wyge-
nerujemy prosty wykres. W pierwszym etapie wygenerujmy tablice
jednowymiarowa przy pomocy polecenia arange, ktorej parametrami
sa: liczba poczatkowa (domyslnie 0), liczba koncowa oraz krok (od-
step miedzy wartosciami). Domyslny rozmiar kroku wynosi 1, lecz
ustawilamy go na wartos¢ rzeczywista 0.01.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

t = np.arange (0.0, 2.0, 0.01) # zmienna t to czas
s = np.sin(2 » np.pi * t) # s = wartosci funkcji sinus
print (t)

Listing 8.1: Generowanie tablicy jednowymiarowe;
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Na koniec wyswietlamy wyniki zmiennej ¢, oznaczajacej w tym
przypadku czas. Otrzymane wyniki to zawarto$é¢ tablicy z krokiem
0.01:

[0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11 0.12
0.13 0.14 0.15 0.16 0.17 0.18 0.19 0.2 0.21 0.22 0.23 0.24
0.25 0.26 0.27 0.28 0.29 0.3 0.31 0.32 0.33 0.34 0.35 0.36
0.37 0.38 0.39 0.4 0.41 0.42 0.43 0.44 0.45 0.46 0.47 ... 9.74
9.75 9.76 9.77 9.78 9.79 9.8 9.81 9.82 9.83 9.84 9.85 9.86
9.87 9.88 9.89 9.9 9.91 9.92 9.93 9.94 9.95 9.96 9.97 9.98
9.99].

Ze wzgledu na bardzo dtugi ciag liczb tablicy (wynikajacy z podanego
kroku 0.01), cze$¢ wartosci zostato pominiete.

Obiekt ndarray x jest tworzony z funkcji np.arange() i sa to war-
tosci dla osi x (czas). Wartosci funkeji sinus na osi y sa przechowywane
w innym obiekcie (ndarray y). Obserwujac wartosci tablicy w postaci
liczbowej, bardzo trudno jest je cztowiekowi interpretowaé. Mozna je
jednak umiesci¢ na wykresie przy pomoca funkcji plot() - dostepne;j
w bibliotece Matplotlib. Aby tego dokonaé¢, rozbudujmy powyzszy
przyktad programu o kod wyswietlajacy prosty wykres:

fig, ax = plt.subplots/()
ax.plot (t, s)

# nazwy etykiet x i y oraz tytul wykresu
ax.set (xlabel=’czas’, ylabel=’wartosci funkcji’, title=’
Funkcja sinus’)

# dodanie siatki do wykresu
ax.grid()

# wySwietlenie wykresu
plt.show ()

Listing 8.2: Generowanie wykresu funkcji sinus

Efekt dziatania kompletnego programu ilustruje obrazek 8.2. Ob-
serwujac wykres, mozna latwo zauwazy¢, ze ze mamy do czynienia
z sinusoida.

W ramach ¢éwiczenh mozna zmienié argumenty funkcji arange po-
przez zmiane kroku (np. na 0.1), zakresu czy wykorzysta¢ inne funkcje
dostepne w NumPy (np. wygenerowaé wykres funkeji cosinus). Dzieki
temu bedziemy mogli sprawdzi¢, jak zmienia sie wykres oraz auto-
matyczne dopasowanie obszaru wykresu do danych dzieki bibliotece
Matplotlib.
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Wykres funkcji sinus

1254

wartos¢ funkeji
o
8

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 150 175 2.00
czas

Rysunek 8.2: Wykres funkcji sinus

W kolejnym przyktadzie zajmiemy sie wizualizacja wartosci tempe-
ratury w pewnym okresie czasu. W tym celu ponownie wygenerujemy
zakres przy pomocy funkcji arange(), lecz tym razem przypiszemy do
niego dane wartosci temperatur przy pomocy tablicy temperatura.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

t = np.arange(0, 12, 1)
temperatura = [10, 12, 14, 15, 17, 16 , 15, 14, 17, 18, 20,
211

fig, ax = plt.subplots/()

ax.plot (t, temp)

ax.set (xlabel=’pomiary’, ylabel=’temperatura’, title=’Wykres
temperatury w czasie’)

ax.grid()

plt.show ()

Listing 8.3: Generowanie wykresu temperatur

Efektem dziatania programu jest wykres z rysunku 8.3. Obserwujac
wykres mozna zauwazy¢, ze liczba pomiaréw jest stosunkowo niewielka,
za$ reczne umieszczanie kolejnych pomiaréw w tablicy temperatura
jest niewygodne i wymaga zmiany kodu zrédtowego programu.
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Wartos¢ temperatury w czasie

20 A

temperatura

T T T T T T
] 2 4 6 8 10
pomiary

Rysunek 8.3: Wykres temperatury

O wiele lepszym sposobem na przechowywanie danych pomiarowych
jest plikowa baza danych. Pliki zawierajace dane zapisane w postaci
kolumn i wierszy s bardzo popularnym sposobem przechowywania
danych przez réznego typu urzadzenia. Pliki te mozna nazwaé lo-
gami, poniewaz zapisujg one zdarzenia czy pomiary z réznego rodzaju
czujnikéw w postaci wierszy. Najbardziej popularnym typem pliku
tekstowego jest typ CSV, ktory zawiera kolumny oraz pola oddzielone
umownym znakiem (zwykle przecinkiem). Zestaw pol to wiersz, ktory
moze zawiera¢ dowolng iloéé¢ pol. Pliki CSV sg typu tekstowego, co
oznacza, ze mozna je otwieraé i edytowaé przy pomocy dowolnego
edytora tekstowego (np. Notatnika). Do odczytania plikéw tego typu
wykorzystamy biblioteke Pandas.

Wykorzystanie biblioteki Pandas

W tym podrozdziale zajmiemy sie bardziej powazng analityka. Oznacza
to, ze bedziemy pracowaé z danymi, dostarczonymi w postaci plikéw
.CSV. Jest to jeden z bardziej rozbudowanych pakietéw, ktory umozli-
wia analize danych w Python. Co wiecej - przy pomocy Pandas mozna
wezytywaé pliki, czyscié, modyfikowaé i analizowaé zbiory danych.
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Zanim przejdziemy do odczytu danych z zewnetrznych plikow, warto
na poczatek zrozumieé ztozone typy danych, ktére dostarcza pakiet
Pandas. Pierwszy z typow jest seria, za$ drugim - tzw. DataFrame.
Serie mozna poréownaé¢ do kolumny w programie Excel. Aby utworzy¢
serie danych, nalezy uzy¢ metody pandas.Series(), za$ jako argumenty
poda¢ wartosci numeryczne. Utwoérzmy zatem serie danych.

import pandas as pd

seria = pd.Series([-3, -1, 5, 15, 19, 21, 231])

Listing 8.4: Tworzenie serii danych przy pomocy Pandas

Utworzona serie¢ danych mozna wy$wietli¢ na ekranie przy pomocy
print(seria), jednakze w tym przypadku pakiet daje nam do dyspozy-
cji kilka dodatkowych metod.

e head() - metoda wyswietlajaca poczatek obiektu DataFrame

(domyslnie jest to 5 wierszy);

e tail() - wyswietla domyslnie 5 ostatnich wierszy, lecz jako argu-

ment mozna podaé inng liczbe;

e sample(5) - wyswietli 5 losowych wierszy.

Wyséwietlenie zawartosci danych umozliwia wstepne zapoznanie
sie ze zbiorem. Obie metody moga przyjmowaé¢ opcjonalny argu-
ment w postaci liczby catkowitej, ktéra oznacza liczbe wyswietlanych
wierszy. Aby wyswietli¢ pierwsze 10 wierszy, wystarczy wywotaé:
print(seria.head(10)). Wynikiem dzialania bedzie nastepujacy rezultat:

0 -3
1 -1
5
15
19
21
23
dtype: int64

(o) G2 I S NGV V]

Jak wida¢, Pandas dodal automatycznie dodatkows kolumne index,
ktoéra pozwala na identyfikacje dowolnego wiersza. Dodatkowo metoda
head() wyswietlita na konicu typ danych (int64). Jest to typ calkowity
uzywany przez biblioteke do przechowywania bardzo duzych wartodci.
Oczywiscie gdybys$my zadeklarowali serie, w ktorej uzylibysmy wartosci
rzeczywistej, Pandas dopasowalby typ jako float64.

Aby dowiedzieé sie wigcej o serii, mozna postuzy¢ sie metoda info(),
np. print(df.info()). Wyswietlone zostana informacje na temat
indeksoéw, serii, typéw danych oraz zajetosci pamieci.
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RangelIndex: 7 entries, O to 6
Series name: None

Non-Null Count Dtype

7 non-null int64

dtypes: int64(1)

memory usage: 184.0 bytes

Teraz dla przyktadu wykonamy na obiekcie metode describe() i wyge-
nerujemy podstawowe statystyki, takie jak ilo§¢ danych w serii, wartoscé
srednia, minimalng, maksymalna, odchylenie standardowe oraz kwan-
tyle: 25%, 50% (mediana), 75%. Statystyke mozna wygenerowaé przy
pomocy jednego wiersza: print(seria.describe()).

count 7.000000
mean 11.285714
std 10.796825
min -3.000000
25% 2.000000
50% 15.000000
75% 20.000000
max 23.000000
dtype: float64

Nic nie stoi na przeszkodzie, aby do tworzenia obiektu DataFrame
wykorzystaé¢ standardows liste dostepna w jezyku Python. Nalezy
jej zawartos¢ przypisa¢ do nowo tworzonego obiektu. Dzieki temu
standardowe typy ztozone, dostepne w jezyku Python, mozna poddawaé
analizie statystyczne;j.

lista = [[’Patrycja’,16],[’Monika’,12], [’Andrzej’, 28], [’
Leszek?’,9]]

df = pd.DataFrame (lista)
df.columns = ’Imig¢’, ’Wiek’

print (df)

Listing 8.5: Tworzneie DataFrame z listy Python

Imie Wiek
0 Patrycja 16
1 Monika 12
2  Andrzej 28
3 Leszek 9
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W wyniku uruchomienia programu otrzymamy obiekt typu DataFrame.
Mozna takze wygenerowaé obiekt typu DataFrame ze standardowo
dostepnego stownika w jezyku Python.

slownik = {’Imie¢’:[’Leszek’, ’Monika’, ’Patrycja’, ’Andrzej’
], ’Miasto’: [’Warszawa’, ’Krakow’, ’Gdansk’, ’Poznan’]}

df = pd.DataFrame (slownik)

print (df)

Listing 8.6: Tworzenie DataFrame ze stownika Python

W wyniku uruchomienia programu réwniez otrzymamy obiekt typu
DataFrame.

Imie Miasto
0 Leszek Warszawa
1 Monika Krakow
2 Patrycja Gdansk
3  Andrzej Poznan

Powyzsze przyktady ilustruja, w jaki sposéb istniejgcy program napi-
sany w jezyku Python moze wspélpracowaé z pakietem statystycznym
Pandas.

Odczyt danych z pliku

Na tym etapie zajmiemy sie operacja odczytu plikow typu .CSV z dysku.
Warto zaznaczy¢, ze Pandas moze odczytywaé rozne typy plikow,
z czego najpopularniejsze to wspomniany .CSV oraz .JSON. Nic jednak
nie stoi na przeszkodzie, aby odczytywac takze pliki Excela. W tym pod-
rozdziale zostanie omowiony wytacznie odczyt typu tekstowego .CSV.
Do odczytu plikow tekstowych typu .CSV stuzy funkcja read csv().
Funkcja ta moze przyjmowaé szereg argumentdéw, lecz my skupimy
sie tylko na podstawowych. Przyjmijmy, ze posiadamy plik z danymi
temperatury w danym okresie, o nastepujacej strukturze:

Data,Temp,Hum
2020/01/01, -12.0, 70
2020/01/02, -7.2, 80

2020/02/22,

5.1, 91
2020/02/24, 5.0, 91
2020/02/26, 8.1, 91
2020/02/28, 8.8, 91
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Analizujac poczatek pliku mozna zauwazy¢, ze plik posiada nagtowek, w
ktorym zostaly zapisane nazwy kolumn, za$ same kolumny oddzielone
sg znakiem przecinka. Dodatkowo wystepuja wartosci w postaci liczb
zmiennoprzecinkowych, w ktérych znak kropki oddziela czeéé catkowita
od czesci utamkowej liczby. Oto przykitad programu odczytujacego
plik o nazwie temp.csv wraz z niezbednymi opcjami umozliwiajacymi
prawidtowy odczyt pliku:

df = pd.read_csv("temp.csv", decimal=".", delimiter=",")

print (df.info())

Listing 8.7: Tworzenie obiektu DataFrame i wypelnienie go danymi
z pliku

Program tworzy obiekt DataFrame o nazwie df i w sposoéb auto-
matyczny wczytuje do niego zwartosé pliku temp.csv. Argument
decimal oznacza znak rozdziatu czesci catkowitej od utamkowej liczby
w kolumnie Temp, za$ opcja delimiter - znak rozdzialu kolumn -
w tym wypadku jest to przecinek. Podanie tej opcji jest konieczne,
poniewaz domyslnym znakiem rozdziatu jest srednik, zatem argument
ten zmienia konfiguracje funkcji read csv() w taki sposob, aby do-
stosowaé sie do konkretnego pliku, ktory chcemy analizowaé. Jesli
za$ chodzi o argument decimal, to nalezy réwniez dostosowaé go
do konwencji zawartej w pliku tekstowym. Na koniec wykorzystano
funkcje info(), ktora wyswietli informacje na temat struktury pliku,
jak ponizej:

<class ’pandas.core.frame.DataFrame’>
RangeIndex: 29 entries, 0 to 28

Data columns (total 3 columns):

# Column Non-Null Count Dtype

0 Data 29 non-null object
1 Temp 29 non-null float64
2  Hum 29 non-null int64

dtypes: float64(1), int64(1), object(1)
memory usage: 824.0+ bytes

Jak wida¢ na podsumowaniu, plik zawiera 3 kolumny: date, ktora zo-
stata zinterpretowana przez biblioteke jako typ obiektowy, temperature,
ktora zostala przypisana jako typ float64 oraz wilgotnosé - typ int64.
I faktycznie wszystko sie zgadza oprocz pola data, ktéra powinna byé
przypisana do typu datetime. Zmodyfikuj zatem wiersz odpowiedzialny
za odczyt danych nastepujaco:
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df = pd.read_csv("temp.csv", decimal=".", \
delimiter=",", parse_dates=[’Data’])

Nastepnie ponownie uruchom program.

<class ’pandas.core.frame.DataFrame’>
RangeIndex: 29 entries, 0 to 28

Data columns (total 3 columns):

# Column Non-Null Count Dtype

0 Data 29 non-null datetime64 [ns]
1 Temp 29 non-null float64
2 Hum 29 non-null int64

dtypes: datetime64[ns] (1), float64(1l), int64(1)
memory usage: 824.0 bytes

Tym razem pole daty zostalo poprawnie przypisane jako typ datetime64.
Ma to istotne znaczenie podczas filtrowania rekordéw po dacie czy
generowaniu wykreséw, ktore jako o§ x wykorzystuja typ daty.

Wrécémy jeszeze do naglowka pliku (Date, Temp,Hum), ktory in-
formuje uzytkownika o nazwach poszczegdlnych kolumn. Zdarzaja sie
pliki tekstowe, ktére nagtéwka nie posiadaja lub posiadaja nagtéwek
w ilo$ci wiekszej niz jeden wiersz. Na przyktad:

Plik tekstowy wygenerowany ze stacji pogodowej.
Data,Temp,Hum

2020/01/01, -12.0, 70

2020/01/02, -7.2, 80

W tym wypadku nalezy wskaza¢ funkcji read csv, ile wierszy nalezy
opusci¢ podczas odczytu. Stuzy do tego argument skiprows, ktory
domyslnie jest ustawiony na None. Po analizie nagtowka pliku .CSV
wiemy, ze nalezy opuscié¢ jedng linie. Mozemy dodaé ten parametr jako
skiprows=1 w funkcji read csv(), czyli nasza linia odczytu pliku
bedzie wygladaé tak:

df = pd.read_csv("temp.csv", decimal=".", \
delimiter=",", parse_dates=[’Data’], \
skiprows=1)

Ostatnim argumentem, ktéry chcialbym omoéwié jest usecols, przy
pomocy ktorego mozna zdefiniowaé kolumny, ktére zostana odczytane
z pliku do obiektu DataFrame. Jest to przydatna opcja, gdy posiadamy
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pliki tekstowe z danymi, charakteryzujace sie duza iloscia kolumn,
z ktorych mozna wybraé¢ wylacznie kolumny, ktére beda podlegaé
analizie. Ma to duze znaczenie w celu oszczedzania pamieci podczas
analizy bardzo duzych zbioréw danych. W przypadku naszego pliku,
jesli istotnymi kolumnami sg data oraz temperatura, warto wytaczy¢
kolumne wilgotnosci w sposéb nastepujacy:

# 0Odczyt wylacznie kolumn Data oraz Temp

kolumny = ["Data", "Temp"]
df = pd.read_csv("temp.csv", decimal=".", delimiter=",",
parse_dates = [’Data’], usecols = kolumny)

print (df.info())

Listing 8.8: Odczyt zdefiniowanych kolumn z pliku .CSV

Modyfikacja programu przy uzyciu usecols nie tylko zredukuje
ilos¢ kolumn i nasz obiekt DatakFrame stanie sie bardziej czytelny,
lecz dodatkowo zmniejszy ilos¢ wykorzystywanej pamieci RAM (z 824
bajtow do 592 bajty).

<class ’pandas.core.frame.DataFrame’>
RangeIndex: 29 entries, 0 to 28
Data columns (total 2 columns):
# Column Non-Null Count Dtype
0 Data 29 non-null datetime64 [ns]
1 Temp 29 non-null float64
dtypes: datetime64[ns] (1), float64(1)
memory usage: 592.0 bytes

Pozostato jeszcze dopracowanie nazw kolumn, ktore nierzadko moga
przyjmowaé nieintuicyjne nazwy. W przypadku naszego pliku sa
to Data oraz Temp, za$ chcieliby$Smy nazwaé¢ przynajmniej kolumne
Temp bardziej przystepnie. W tym celu wykorzystamy metode re-
name(columns = ’nazwa_w_pliku’ : 'nowa_nazwa’, inplace
= True). Uzycie stowa kluczowego inplace=True oznacza, ze operacja
zmodyfikuje dane wewnatrz istniejacego obiektu. Pracujac z danymi
umieszczonymi na dysku w postaci plikow CSV, kod realizujacy odczyt
pliku bedzie zwykle identyczny lub bardzo podobny jak ponizej:
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kolumny = ["Data", "Temp"]

df = pd.read$\_Scsv("temp.csv", decimal=".", delimiter=",",
parse_dates = [’Data’], usecols = kolumny)

df .rename (columns={’Temp’: ’Temperatura’, ’Data’: ’Data

pomiaru’}, inplace=True)

print (df.info())

Listing 8.9: Ostateczna wersja programu do odczytu pliku

Wykonajmy teraz kilka podstawowych operacji statystycznych na
naszym obiekcie. Warto jedynie doda¢, ze w przypadku, gdy analiza
dotyczy wylacznie jednej kolumny, nalezy sie do niej odwotaé poprzez
df'nazwa_kolumny’]. Na poczatek kilka dostepnych funkcji:

df/'nazwa_kolumny’].min() - warto$¢ minimalna,
df'nazwa_kolumny’|.max() - warto$¢ maksymalna,
df/'nazwa_kolumny’|.mean() - wartos¢ srednia,
df|'nazwa_kolumny’|.var() - wariancja kolumny,
df'nazwa_kolumny’|.sum() - suma wszystkich wierszy,
df'nazwa_ kolumny’|.abs() - bezwzgledne wartosci numeryczne
kazdego elementu.

Umiesémy zatem na wykresie pobrane z pliku wartosci pomiaréw
temperatury, dopisujac na koricu poprzedniego programu nastepujacy
kod:

fig, ax = plt.subplots/()
ax.plot (df.index, df["Temperatura"])
ax.set (xlabel=’pomiary’, ylabel=’temperatura’, title=’Wykres

temperatury’)
ax.grid()
plt.show ()

Listing 8.10: Wykres temperatury z pliku .CSV

W efekcie otrzymamy wykres liniowy, gdzie o$ x oznacza probki
pomiaréw (w rzeczywistosci index obiektu DataFrame), za$ na osi
y zostanie umieszczony wykres wartosci. Jak wida¢ na rysunku 8.4,
wykres wygenerowat sie poprawnie. Jednakze mozna zauwazy¢ istotny
problemem na osi x, na ktorej nie widnieje data pomiaru.
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Wykres temperatury

temperatura

0 5 10 15 20 25
pomiary

Rysunek 8.4: Wynik dziatania programu

Warto zatem wykorzysta¢ dodatkowa kolumne Data’ w pliku, ktora
wskazuje na konkretna date, w ktorej dokonano pomiaru. Wystarczy
lekko zmodyfikowaé¢ program, aby data byta widoczna na wykresie.
Dodatkowo, aby ulepszy¢ wykres, skorzystamy z funkcji scatter(),
ktora doda na wykresie punkty pomiarowe na wspotrzednych x, y.

fig, ax = plt.subplots/()

ax.plot (df ["Data pomiaru"], df["Temperatura"])

ax.set (xlabel=’Data pomiaru’, ylabel=’temperatura’, title=’
Wykres temperatury’)

ax.grid()

plt.scatter (df["Data pomiaru"], df["Temperatura"])

plt.show ()

Listing 8.11: Wykres temperatury z pliku .CSV z data pomiaru

Od tego momentu wykres bedzie zawieral 0§ x z naniesionymi
datami poszczegdlnych pomiaréow. Jak wida¢ pakiet pakiet Pandas
i Matplotlib pozwala na proste tworzenie wykresow.
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Wykres temperatury

101

temperatura

2020-01-01  2020-01-08  2020-01-15  2020-01-22 2020-02-01  2020-02-08  2020-02-15  2020-02-22 2020-03-01
Data pomiaru

Rysunek 8.5: Wynik dziatania programu

Przyktad - analiza poréwnawcza ocen uczniéw z réznych
szk 6t

Teraz zajmiemy sie bardziej zaawansowang analiza, ktorej celem bedzie
odczyt danych z pliku tekstowego .CSV i wyswietlenie na wykresie
poréwnania ocen, zdobytych przez uczniéw z roéznych szkét. Plik
zawiera oceny uczniow z réznych przedmiotéow. Analiza bedzie polegaé
na obliczeniu wartosci sredniej ocen i wy$wietlenie ich na wykresie jako
poréwnanie wynikéw dla réznych szkét. Dzieki temu, bedziemy w stanie
porownaé wyniki uczniéw ze wszystkich szkot. Ponizej znajduje sie
przyktadowy format pliku, w ktérym przechowywane sa wyniki ocen.

szkola,nazwa,matematyka,polski,fizyka
PSP1,Jan Kowalski,5,4,3
PSP1,Krystian Nowak,4,2,4

PSP4,Piotr Mazur,4,4,4
PSP4,Pawet Dabrowski,5,5,5
PSP4 ,Krzysztof Szymanski,4,4,3

Jak widaé plik zawiera naglowek, ktory jest informacjg o kolumnach,
z ktorych wynika, ze oceny koricowe dotyczg przedmiotéw z matematyki,
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jezyka polskiego oraz fizyki, zas pierwsza kolumna jest oznaczeniem
szkoty, do ktoérej uczeszczal uczen.

import pandas as pd
import matplotlib.pyplot as plt

df = pd.read$\_Scsv(’school.csv’, delimiter=’,7)

matma = df.groupby (’szkola’) .agg (Srednia = (’matematyka’,
mean’), Najwyzsza = (’matematyka’, ’max’), Minimum = (’
matematyka’, ’min’))

matma.plot (kind = ’bar’, color=[’r’, ’g’, ’b’], figsize =
(10, 6))

plt.title(’Podsumowanie z przedmiotu: matematyka’, fontsize
=18)

plt.ylabel (’0Ocena’, fontsize=16)

plt.xlabel (’Szkoty’, fontsize=16)
plt.xticks (size = 14)

plt.yticks (size = 14)
plt.legend(fontsize=14, loc=’upper center’)
plt.show ()

# JeSli chcesz zapisaé wykres do pliku, uzyj metody savefig()
plt.savefig(’matematyka.png’)

Listing 8.12: Poréwnanie ocen ze szkot

W programie generujacym poréwnanie wynikow ocen jest kilka
nowych zapisow, ktére wymagaja wyjasnienia. Do tej pory uzywali-
$my domyslnych wartosci odpowiedzialnych za rozmiar czcionki czy
formatowanie wykreséw. Teraz zatem je objasnimy:

e groupby() - funkcja grupujaca, ktéra pozwala poznaé oceny
uczniéw z podziatem na szkoty. Jako parametr przyjmuje nazwe
kolumny, po ktoérej nalezy dokonaé¢ grupowania;

e agg() - wykonuje obliczenia dla kazdej z grup. W tym przypadku
wylicza dla kazdej grupy $rednig ocen oraz minimalng i maksy-
malng ocene. Dodatkowo tego typu zapis umozliwia nadanie
nazw dla kazdej z kolumn, ktére sa wykorzystane w wykresie;

e plot() - funkcja umieszcza na wykresie kolumny wraz z etykie-
tami. Opcjonalnie podano takze kolory poszczegdlnych belek
wykresu przy pomocy tablicy |'t’, ’g’, 'b’|, co oznacza: red, green,
blue;

e title() - umieszcza tytul wykresu. Cho¢ jest to opcjonalne,
poniewaz tytul mozna podaé¢ bezposrednio w funkcji plot(), to
umieszczenie go w osobnej linii pozwala na czytelniejsze formato-
wanie czcionki;

e xlabel() - pozwala na zdefiniowanie etykiety osi x. Podobnie
jak w przypadku tytutu, przeniesiono wywotanie funkcji do osob-
nej linii w celu zwickszenia czytelnosci programu i modyfikacji
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czcionki;

e ylabel() - pozwala na zdefiniowanie etykiety osi y;

e xtick() - formatowanie wartosci na osi x. W tym przypadku
oznacza jedynie zmiane wielkoéci czcionki, jednak opcjonalnych
argumentéw jest o wiele wiecej;

e ytick() - jak wyzej, lecz dotyczy formatowania wartosci osi y;

e legend() - dotyczy legendy wyswietlanej nad wykresem. Mat-
plotlib umieszcza legende automatycznie, co czasami potrafi za-
burzyé¢ widok wykresu. W tej linii legenda zostala przeniesiona
do gornej czesci wykresu i wycentrowana,

e savefig() - dotychczas w przykladowych programach wyswie-
tlaliSmy wykres przy pomocy funkcji show(). Wykres mozna
takze zapisa¢ na dysk podajac jako argument jego nazwe oraz
rozszerzenie pliku. Funkcja zapisze plik w formacie podanym
w rozszerzeniu pliku.

Podsumowanie z przedmiotu: matematyka

mm Srednia
B Najwyzsza
EE Minimum

— o~ [ <
o o o o
o0 W v 0
a a a a

Szkoty

Rysunek 8.6: Wynik dziatania programu

8.6 Podsumowanie

W rozdziale zostaly opisane podstawy wykorzystania bibliotek dla
jezyka Python, ktére umozliwiajg analize danych. Tematyka jest nie-
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zwykle szeroka, stad opisano jedynie podstawowe zastosowania narzedzi.
Mam nadzieje, ze zaprezentowane podstawy beda zacheta do zgtebienia
tematu, poniewaz analiza danych jest wspotczesnie podstawa dzialal-
nosci wielu przedsiebiorstw. Dzieki zaawansowanej analizie danych
biznesowych mozna zwiekszy¢ przychody firmy, zoptymalizowaé¢ mar-
keting i pozyskaé¢ wiecej klientéw poprzez szybsza reakcje na trendy
rynkowe, a tym samym uzyska¢ przewage konkurencyjng. Coraz bar-
dziej popularne jest rowniez laczenie analizy danych z algorytmami
sztucznej inteligencji i wykorzystywanie tego typu systemoéw w zakta-
dach produkcyjnych.

N wspotfinansowany jest ze Srodkéw Norweskiego Mechanizmu Finansowego 2014-2021 (85%) oraz Budzetu Paristwa (15%).
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9.1

9.2

Weronika Wos

Wstep

Czy mozna ogra¢ kasyno? Nalogowi gracze zastanawiajg sie nad
tym problemem od dawna. Niestety, wszystkie gry w kasynie sg tak
skonstruowane, ze to kasyno wygrywa. Wynika to z ujemnej wartosci
oczekiwanej gier z punktu widzenia klienta. Jednak w latach 60-
tych XX wieku ukazalo sie kilka ksiagzek o tym, jak mozna, stosujac
odpowiednig strategie, uzyskaé¢ dodatnia warto$é oczekiwana grajac
w Blackjacka. To ogromnie spopularyzowalo te gre i paradoksalnie
okazalo si¢ korzystne dla branzy hazardowej. W tym rozdziale zostanie
przedstawione dokladniej, jak ta strategia dziala.

Zasady gry w blackjacka

Przedstawmy najpierw podstawowe zasady gry. W grze uzywa sie
kilku talii ztozonych z 52 kart. Uzywa sie ich od jednej az do oémiu.
Standardowy zestaw kart do gry (talia) zawiera 52 karty w 4 kolorach:
e pik (wino),
e kier (czerwo, serce),
o trefl (zotadz, koniczyna),
e karo (dzwonek).
Kazdy z koloréw posiada 9 kart numerowanych od 2 do 10, 3 figury:
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Waleta, Dame, oraz Kroéla, oraz dodatkows karte, Asa. Daje to tgcznie
13 kart jednego koloru.

Rysunek 9.1: Asy w kolorach od lewej: kier, trefl, pik oraz karo

Celem gry jest osiagniecie jak najwiekszej liczby punktow, ale nie
przekraczajacej sumy 21, jednocze$nie pokonujac krupiera. Punktacja
kart w blackjacku:

e karty od dwdjki do dziesiatki maja wartosé réwna numerowi

karty;

e walet, dama i krél maja wartosé¢ rowna 10 punktow;

e as ma warto$¢ rowna 1 lub 11, w zaleznodci od tego co jest lepsze

dla gracza.

Rysunek 9.2: Punktacja kart w blackjacku
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Dwoch graczy dobiera karty tak dlugo, az spasuja. Wynik gracza
to suma punktéow z kart lub 0 w przypadku, gdy suma jest wieksza niz
21. Takie przekroczenie nazywamy "fura".

Jak gra przebiega w kasynie? Gra si¢ przeciwko krupierowi. Na
poczatku krupier odkrywa jedna swoja karte. Potem gracz dobiera
karty. Kazdy gracz rozpoczyna partie z dwoma kartami, a jedna karta
krupiera jest ukryta do korica gry. Mozna albo dobra¢ karte (uderzac,
"Hit"), albo spasowac (sta¢, " Stand"), by wstrzymac dobieranie kart
i zakonczy¢ ture.

Rysunek 9.3: Gra blackjack jest jedna z wielu gier hazardowych w ka-
synie

Gdy gracz przekroczy 21, automatycznie przegrywa. Jesli spasuje
przed osiagnieciem 21 dobiera krupier, przy czym dobiera kolejna
karte wtedy i tylko wtedy, gdy ma 16 lub mniej punktéw. Na koniec
poréwnujemy wyniki gracza i krupiera (o ile ten drugi nie przekroczyt
21, wtedy gracz wygrywa automatycznie). Wygrywa ten, kto ma
wiecej punktéw, mozliwy jest tez remis. Specjalnie traktowany jest
tzw. blackjack (BJ), czyli 21 zlozone z dwoch kart (as z dziesiagtka lub

figura).
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Wartosé oczekiwana

Wartos$é oczekiwana to wartos¢ okreslajaca spodziewany wynik
doswiadczenia losowego, przy zalozonym prawdopodobienstwie jego
wystepowania. Na przyktad w rzucie 100 razy monets oczekujemy,
ze 50 razy wypadnie orzet i 50 reszka. Jest to spodziewany Sredni
wynik, co nie oznacza, ze dokladnie taki uzyskamy w konkretnym
do$wiadczeniu.
Definicja 9.1 — Wartos¢ oczekiwana. Inaczej wartosé srednia, war-
tosé przecietna, nadzieja matematyczna, pierwszy moment, espe-
rancja. Jest to pojecie z zakresu rachunku prawdopodobienstwa,
najwazniejsza charakterystyka liczbowa zmiennej losowej, ozna-
czana zwykle symbolem EX. Dla zmiennej losowej X przyjmu-
jacej wartosci x1, xo, ..., g z prawdopodobienistwami odpowiednio
P1, P2, - .., P jest to liczba réowna

EX = x1p1 +xop2 + - -+ + xpp.

Twierdzenie 9.1 Dla zmiennej losowej X, przyjmujacej nieskonicze-
nie wiele r6znych wartosci, majacej rozktad prawdopodobieristwa
o gestosci p(x), wartoscia oczekiwana nazywa sie liczbe

EX = /:Up(ﬂc)dx.

Jednak w tak ogblnym przypadku moze si¢ okazaé, ze warto$é¢ ocze-
kiwana nie istnieje.

Cwiczenie 9.1 Rzucamy kostka szeScienna. Jezeli wypadnie 1 lub 2
to wygrywamy 12zt. Jezeli wypadnie 3 lub 4 to wygrywamy 6 zt.
Jezeli natomiast wypadnie 5 lub 6 to przegrywamy 9zt. Obliczyé
wartos¢ oczekiwang wygranej w tej grze.

Rozwiazanie
Dla ulatwienia wartosci zmiennej wygranych (przegranych) xy i jej
prawdopodobienistwa p beda zawarte w Tablicy 9.1.
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+1271 1/3 +4 7}
1671 1/3 271
—971 1/3 —3z1

+3zt

Tablica 9.1: Rachunki
Zatem wartos¢ oczekiwana tego zdarzenia losowego wynosi
EX = x1p1 + x2p2 + w3p3 = +3 2t

Jak zostalo wspomniane we wstepie, wszystkie gry w kasynie sg tak
skonstruowane, ze maja ujemna wartos¢ oczekiwana z punktu widzenia
klienta. Oznacza to, ze uwzgledniajac wszystkie rozgrywki, jakie maja
miejsce w salonie gry, sredni wynik jest dodatni dla kasyna.

Rysunek 9.4: Krupier (a tym samym kasyno) ma zawsze przewage nad
graczem

Przypomnijmy, ze krupier gra prosta strategia polegajaca na tym,
ze dobiera kolejng karte wtedy i tylko wtedy, gdy ma 16 lub mniej
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punktoéw. Grajac taka samg strategia jak krupier, gracz w kazdej grze
ma warto$¢ oczekiwang okoto —6 %, tzn. za kazde postawione 100
ztotych traci srednio 6 ztotych w jednej grze. Kasyno wygrywa réwniez
w sytuacji, gdy obaj gracze przekrocza 21 (gdy gracz przekroczy, to
krupier nawet nie odkrywa swoich kart).

Strategia

Zastan6owmy sie zatem, jak mozna te przewage kasyna zredukowac.
Pierwszym pomystem jest zastosowanie innej strategii prostej. Mozemy
np. dociggaé karty, az osiagniemy jakas$ zalozona wczes$niej liczbe
punktéw, np. 15. W ten sposéb nie da sie jednak zniwelowaé prze-
wagi kasyna, mozna ja co najwyzej powiekszy¢. Ze strategii prostych
najlepsza jest ta, ktora stosuje krupier.

Sprobujmy wykorzystaé fakt, ze krupier odstania swoja pierwsza
karte. Wptyw tej karty na wynik krupiera obrazuje Tablica 9.2. Pierw-
sza kolumna tabeli zawiera pierwsza karte krupiera, a reszta sg to
prawdopodobienstwa osiagniecia przez krupiera danego wyniku.

Karta 17 18 19 20 21 BJ Fura

A 0,13 0,13 0,13 0,13 0,05 0,31 0,12
2 0,14 0,13 0,13 0,12 0,12 0 0,35
3 0,14 0,13 0,13 0,12 0,11 0 0,37
4 0,13 0,13 0,12 0,12 0,11 0 0,39
5 0,12 0,12 0,12 0,11 0,11 0 0,42
6 017 0,11 0,11 0,1 0,1 0 0,42
7 0,37 0,14 0,08 0,08 0,07 0 0,26
8 0,13 0,36 0,13 0,07 0,07 0 0,24
9 0,12 0,12 0,35 0,12 0,06 0 0,23
10 0,11 0,11 0,11 0,34 0,03 0,08 0,21

Tablica 9.2: Prawdopodobienistwa osiagniecia danego wyniku przez
krupiera

Widzimy, ze gdy krupier ma karte o niskiej wartosci, tzn. 3, 4, 5
lub 6, to ma on duze prawdopodobienstwo fury. Wynika to stad, ze
w talii wystepuje najwiecej kart o wartosci 10 (figury i dziesiatki), wiec
na przyktad z 6 czesto otrzymamy 16, a stad z kolei juz tylko maty
krok do przekroczenia 21.

Nasza strategia bedzie polega¢ na tym, ze gdy krupier z duzym
prawdopodobieristwem przekroczy 21 (to znaczy jezeli pierwsza karta

D‘ﬂ Projekt pt.: ,MODELOWE ROZWIAZANIA NA TRUDNE WYZWANIA - Plan Rozwoju Lokalnego i Instytucjonalnego Stalowej Woli”
wspotfinansowany jest ze Srodkéw Norweskiego Mechanizmu Finansowego 2014-2021 (85%) oraz Budzetu Panstwa (15%). @

Norway
grants Wspbinie dzialamy na rzecz Europy zielonej, konkurencyjnej i sprzyjajacej integracji spolecznej.



9.5

9.5 Modyfikacja strategii 137

krupiera bedzie 2, 3, 4, 5, 6, lub 7) to bedziemy wtedy pasowaéc jak
najszybciej. W przeciwnym przypadku bedziemy stosowali strategie
krupiera.

Tabela 9.3 pokazuje, przy jakim aktualnym wyniku nalezy paso-
wacé. Na przyktad, jezeli pierwsza karta krupiera jest 2, to liczba 14
w kolumnie obok oznacza, ze dobieramy karty az do uzyskania wyniku
co najmniej 14 punktéw, a nastepnie pasujemy.

Karta Strategia

17
14
13
13
12
12
17
17
17
17

© 00 O T W

—_
)

Tablica 9.3: Strategia prosta

Opisany wyzej sposob postepowania jest to tzw. strategia pod-
stawowa. Gdy gramy wedlug tego scenariusza to przewaga kasyna
spada do okoto —0,5%. To znaczy, ze pomniejszyliSmy przewage ka-
syna dwunastokrotnie! Jednak nadal warto$¢ oczekiwana jest ujemna
z punktu widzenia gracza.

Modyfikacja strategii

Strategia podstawowa znacznie zmniejszyta uprzywilejowang pozycje
kasyna. To nas jednak jeszcze nie zadowala. ChcielibySmy osiggnaé
sytuacje w ktorej to gracz, a nie kasyno, bedzie mial przewage. Celem
jest, aby gra miata dodatnia wartos¢ oczekiwang z punktu widzenia
klienta.

Jak to zrobi¢? Oto6z wykorzystamy fakt, ze w rzeczywistosci nie
jest tak, ze kazde rozdanie rozgrywane jest od nowa przetasowana
talia. Kolejne rozdanie odbywa sie kartami, ktére nie zostaly uzyte
w poprzednim. Bardzo uwazny obserwator moze zatem zapamietac,
jakie karty zostaly w talii. Na tej podstawie mozna zmodyfikowaé
strategie.
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m Przyktad 9.1 Powiedzmy, ze w talii pozostaty w duzej wiekszosci
karty o wartoéci 10. Wéwcezas, gdy odkryta karta krupiera jest 2, 3, 4,
5 lub 6 to mamy niemal pewnos¢, ze bedzie mial on fure (gdyz moze
dobra¢ praktycznie tylko 10, a ponizej 17 sie nie zatrzyma). W takim
przypadku bedziemy tylko unikaé przekroczenia i wygrywaé z duza
pewnoscia. [

Klasycznie w blackjacku uzywa sie az do o$miu talii kart, czyli
8 - 52 = 416 kart. W zwiazku z tym zapamietanie doktadnie, jakie
karty zostaly juz wykorzystane jest niemozliwe. Stosuje si¢ uproszczone
metody obliczania tego, jak dobra jest dana talia dla gracza w danym
momencie.

Najprostszy stosowany sposob to:
e 2, 3,4, 5, 6 maja wartos¢ +1;
e 7, 8,9 maja wartosé 0;
e 10, As i figury maja warto$é¢ —1.

Przez cata gre sumujemy wartosci dla wszystkich wykorzystanych
kart, otrzymujac tzw. warto$é biezacg. Im jest ona wicksza, tym
bardziej optacalna dla nas staje si¢ gra. Juz przy wartosci +2 gracz
uzyskuje przewage nad kasynem.

Rysunek 9.5: Kadr z filmu ”21”
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Ten mechanizm zostal przedstawiony w filmie "21" z 2008 roku,
jednak bez zadnych szczegdlow. Jest to oparta na faktach opowiesé
o blyskotliwych studentach prestizowej amerykariskiej uczelni MIT,
ktorzy podbili kasyna Las Vegas wygrywajac miliony dolarow. Glowny
bohater filmu to inteligentny, cho¢ niesmiaty student. Musi zaptacié
300 tysiecy dolaréw czesnego i pomagaja mu w tym karty. Dotacza
bowiem do grupy najlepszych studentéw, ktorzy w kazdy weekend
jezdza do Las Vegas gra¢ w blackjacka. Ich mentorem i opiekunem jest
profesor matematyki, ktory opracowal metode liczenia kart pozwalajaca
wygraé z kasynem. Latwe pieniadze sa w zasiegu reki. Ale pomimo,
ze liczenie kart nie jest nielegalne, stawka idzie o tak duze sumy, ze
graczami interesuje sie szef ochrony kasyna.

Duza wartos$é biezgca oznacza, iz w talii pozostalo sporo kart
o wartosci 10 i zwieksza sie prawdopodobienistwo tego, ze krupier
bedzie mial fure. Gdy wartosé biezaca jest ujemna to wtedy gramy
na male stawki, a gdy jest istotnie dodatnia, to wtedy podnosimy
stawke. To znaczy gramy kolejne gry np. o 100 ztotych zamiast o 1
ztoty. Odpowiednio manewrujac stawkami, mozemy wreszcie osiagnaé
upragniong przewage.

Rysunek 9.6: Cheé szybkiego wzbogacenia sie to gléwny powdd grania
w blackjacka.

Rewelacja! Jutro mozemy zatem i$¢ do kasyna i zaczgé wygrywac
miliony! Niestety, nie do konica. Aby nauczy¢ sie sprawnego liczenia
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140 Rozdziat 9. Czy mozna ograc kasyno?

kart oraz zmieniajacych sie strategii potrzeba zdolnosci szybkiego licze-
nia oraz duzo pracy. Poza tym kasyna zaczely sie bronié¢ przed klientami
wprowadzajac maszyny do tasowania po kazdym rozdaniu.
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Andrzej Chmielowiec

Wstep

Pomyst stworzenia komputera kwantowego przedstawil w 1982 roku
laureat Nagrody Nobla, znany fizyk Richard Feynman. W swoich roz-
wazaniach badal on problem symulacji zachowania R czastek. Okazuje
sie, ze ztozonosé¢ modeli klasycznych rosnie wielomianowo wzgledem
liczby czastek R. Natomiast ztozono$é modeli kwantowych rosnie juz
wyktadniczo. Ten ogromny przeskok ztozonosci powoduje, ze symulacje
kwantowe sa w zasadzie nie realizowalne dla wiekszej liczby czastek
w klasycznym modelu obliczenn — czyli takim, ktory zaklada, ze bity
w kazdej chwili czasu maja $cisle okreslong wartosé. Idee zapropo-
nowang przez Feynmana rozwinat David Deutsch, ktéry zdefiniowat
podwaliny obliczenn kwantowych i wprowadzit model tak zwanej kwan-
towej maszyny Turinga.

Propozycje Feynmana i Deutscha nie spotkaty sie ze zbyt wielkim
zainteresowaniem naukowcéw. Zwrot w podejsciu do obliczen kwanto-
wych nastapit w roku 1994, kiedy Peter Shor opublikowal kwantowy
algorytm faktoryzacji. Odkrycie to skutecznie tamato zaréwno algo-
rytm RSA, jak i protokét Diffiego-Hellmana. Problemem byt jedynie
brak komputera kwantowego. W zwiazku z tym od potowy lat 90-tych
XX wieku trwaja intensywne prace nad stworzeniem takiej maszyny.
Te, ktore funkcjonuja w laboratoriach potrafia przetwarzaé kilkadzie-
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siat bitéw kwantowych. To jednak wciaz zbyt mato, aby skutecznie
faktoryzowaé liczby uzyte w konstrukcji szyfrow. Rok 2019 byt w pew-
nym sensie przetomowy pod tym wzgledem. Wtedy bowiem firma
IBM wprowadzila na rynek pierwszy komputer kwantowy, ktory byt
dostepny na zasadach rynkowych. Komputer ma rozmiary niewielkiego
pokoju, a jego koszt siega 20 milionéw dolaréw. W celu zapewnienia
stabilnosci stanéw kwantowych komputer utrzymuje swoje podzespoly
obliczeniowe w ekstremalnie niskiej temperaturze. Jest ona bardzo
bliska temperatury zera absolutnego, co sprawia, ze komputer musi
mieé¢ tak pokazne rozmiary.

Rysunek 10.1: Pierwszy komputer kwantowy sprzedawany seryjnie
przez firme¢ IBM |[zrodto: Wikipedial

Aktualnie na $wiecie prowadzonych jest bardzo wiele pilotazowych
projektéw, w ramach ktoérych badana jest mozliwosé wykorzystania
roznych efektow kwantowych do budowy komputera. Duzo wysitkéw
wkltadana si¢ miedzy innymi w prace majace zweryfikowaé mozliwosé
prowadzenia obliczen w wyzszych temperaturach.

Teoretyczne podstawy informatyki kwantowej

Podstawsg przetwarzania informacji w komputerze kwantowym sa tak
zwane qbity. Ich zasadnicza cecha jest to, ze poza stanami 0 i 1
potrafig rowniez przechowywaé stany posrednie. To znaczy stany,
w ktorych gbit jest troche zerem, a troche jedynka. Ponizej definicja
bitu kwantowego.
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Definicja 10.1 — Bit kwantowy (gbit). Bitem kwantowym nazywamy
system kwantowy posiadajacy dwa poziomy (stopnie swobody).
7 matematycznego punktu widzenia czesto utozsamia sie go z dwu-
wymiarows przestrzenia Hilberta Hs, ktéra posiada dwuelementowa
baze B = {|0),|1)}. Elementy bazy zapisujemy w formie wektorowe;j

jako
=) ()

Stan bitu kwantowego reprezentowany jest przez wektor
Qg |0> + o1 |1> ,
dla ktérego amplitudy «; spelniaja warunek a3 + o3 = 1.

Pojawiajaca sie w definicji dwuwymiarowa przestrzen Hilberta jest
pojeciem do$é¢ ogdlnym, niemniej jednak mozna przyjaé, ze jest to
dwuwymiarowa przestrzen zespolona. Takie ograniczenie bedzie w zu-
pelnosci wystarczajace na potrzeby naszych dalszych rozwazaii.

Widzimy zatem, ze podstawowa jednostka informacji kwantowej —
gbit, ma wartos¢ nie do konca okreslona. Mechanika kwantowa pokazuje
nam jednak, ze w momencie pomiaru stan kwantowy zawsze zostaje
zdeterminowany do wartosci |0) lub |1). Wynikiem pomiaru bitu kwan-
towego jest 0 z prawdopodobieristwem o3 i 1 z prawdopodobiefistwem
a?. Jezeli zatem posiadamy 100 qbitéw postaci ag |0) +aq |1), to okoto
100 - a% pomiaréw da wartosé 0, a 100 - a% pomiaréw da wartosé 1.

m Przyktad 10.1 Rozwazmy zbiér 100 identycznych gbitéw, ktoérych
stan jest postaci 1)) = 0.8]0) + 0.6|1). Jezeli sprawdzimy wartosci
wszystkich gbitéw z tego zbioru, to zaobserwujemy mniej wiecej 100 -
(0.8)* = 64 zera i 100 - (0.6)? = 36 jedynek. .

Do reprezentowania stanu bitéw kwantowych wykorzystywana jest
najczesciej sfera Blocha pokazana na Rysunku 10.2. Ten sferyczny
uktad wspotrzednych pozwala na przedstawienie dowolnego stanu kwan-
towego [1) w nastepujacej postaci:

|)) = cos (g) |0) + € sin <Z) 1)

— cos <§> 10) + (cos  + i sin ) sin (g) .
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Rysunek 10.2: Stan bitu kwantowego |1)) reprezentowany za pomoca
sfery Blocha

Definicja 10.2 — Bramka jednokrotna. Przeksztalcenie pojedyn-
czego gbitu jest nazywane bramka jednokrotna, jezeli jest ono zadane
przez pewne przeksztalcenie unitarne U : Ho — Ho.

Przeksztalcenie liniowe |0) — a|0) 45 |1), |1) — v]0)+6 |1) nazywamy
unitarnym, jezeli wspoétczynniki spetniaja warunek:

a B\ (a 7\ _(1 0

v §)\B ¢) \0 1)’
co zapisujemy réowniez jako UU* = I. Przy czym liczby &, 3,7 i &
oznaczaja sprzezenia liczb «, 3, i 4. Ponizej przedstawione zostaty

podstawowe przyktady jednobitowych bramek kwantowych.

= Przyktad 10.2 — Bramka NOT (Pauli X). Negacja gbitu zdefiniowana
jest za pomocy nastepujacego przeksztalcenia

01
xoan- ()

Bramka ta odpowiada obrotowi o m wokoét osi X i neguje gbity przeka-
zywane jako argumenty:

X10) =1[1),
X 1) =10).
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Mozliwe sa tez obroty wokét osi Y i Z:
0 —i 1 0
=) =l b))
]

m Przyktad 10.3 — Bramka SQRT-NOT. Okazuje sie, ze bramke NOT
mozna zrealizowaé za pomoca ztozenia dwoch identycznych przeksztal-
cen unitarnych

1+: 1—i
JX:sz(ﬁ @J.
2 2

Bramka ta przeksztalca gbity w nastepujacy sposob:

VXI0) = o)+ 2y,

2 2
1—1 1+14
VX1) = = 10) + —— [1).

m Przyktad 10.4 — Bramka Hadamarda (H). Bramka Hadamarda jest
jedna z wazniejszych operacji na bitach kwantowych

B
H—(@ @).
VZooV2

Bramka ta neguje qbity przekazywane jako argumenty:

1 1
H‘O>:\ﬁ‘0>+ﬁ’1>’

1 1
H\UZEW—EW-

Wazna wtasnoscia bramki H jest to, ze jej dwukrotne ztozenie daje
identycznosé:

H?|0) =0}, H?[1)=]1).

Na samych przyktadach bramek jednokrotnych wida¢ juz jak bardzo
skomplikowany jest system obliczeri kwantowych. W przypadku bitow
klasycznych istnieje tylko jedna nietrywialna bramka jednokrotna i jest
nig bramka NOT. Dla bitéw kwantowych mamy nieskoriczenie wiele
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bramek jednokrotnych. Niemniej jednak w komputerze kwantowym
moze by¢ zaimplementowana jedynie ich skoriczona liczba. Dlatego tez
w praktyce wykorzystuje sie gtéwnie te, ktore zostaly przedstawione
w powyzszych przyktadach.

Operacje na pojedynczych gbitach nie pozwalaja jednak realizowaé
skomplikowanych obliczeni. Aby byto to mozliwe konieczne jest wyko-
rzystanie bramek, ktore posiadaja przynajmniej dwa wejscia. Zanim
do tego przejdziemy zobaczmy w jaki sposéb od strony teoretycznej
opisywane sg uktady dwoch bitéw kwantowych. Zaczniemy od definicji
dwubitowego rejestru kwantowego.

Definicja 10.3 — Dwubitowy rejestr kwantowy. System dwoch bitow
kwantowych tworzy przestrzen Hy = Ho® Hs, gdzie ® jest iloczynem
tensorowym. Jezeli Vi = Lin(x1,x2) = {ai1x1 + agxa2} i Vo =
Lin(y1,y2) = {B1y1 + B2y1}, to

Vi ®Vy=Lin(x1 ® y1,X1 @ y2,X2 @ y1,X2 @ y2),

gdzie x; ® yj sa wektorami bazy iloczynu tensorowego Vi i Vs
oznaczanymi przez Xjy;. Ponadto dla dowolnych wektorow vy =
a1X1 + agXz, V2 = f1y1 + f2y2 mamy

V1 ®va = Z i3 Xiyj-
i,J
By¢ moze od strony formalnej wyglada to nieco skomplikowanie, ale tak
naprawde iloczyn tensorowy mozemy traktowaé jak iloczyn przestrzeni,
w ktorym kazdy wektor z jednej przestrzeni mnozony jest przez kazdy
wektor z drugiej przestrzeni. Zobaczmy, jak w praktyce wyglada iloczyn
tensorowy gbitow.

Definicja 10.4 — lloczyn tensorowy qbitow.

100) = 10) ®[0) = (é) @ <é> -

o O O =
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01) = J0) & 1) = (3) ® ((1)) _

o O = O

ja)

gy
2
Il
ey
®
S
Il
N\
]
~_
®
N\
O =
N
Il
— O

[e=)

0

)

1) = @ 1) = (;’) ® (ﬁ’) _

Okazuje sie, ze nie wszystkie stany kwantowe moga by¢ iloczynem
tensorowym dwoéch innych stanéw kwantowych. Dochodzimy tym
sposobem do definicji splatania.
Definicja 10.5 — Stany rozktadalne i splgtane. Jezeli stan kwan-
towy z € Hy ztozony z dwoch bitéw kwantowych mozemy zapisaé
jako iloczyn tensorowy stanéw pojedynczych gbitéw, to taki stan
z nazywamy rozktadalnym. Jezeli operacja taka jest niemozliwa, to
taki stan nazywamy splgtanym.

)

1

Ponizej przyktady stanu rozktadalnego i stanu splatanego.

m Przyktad 10.5 — Stanu rozktadalny. Aby wykazaé, ze stan jest roz-
ktadalny wystarczy pokazaé iloczyn tensorowy, ktory go generuje

£100) + 101} + [10) + 1)) =
1

|50+ @ | o)+ 1)

m Przyktad 10.6 — Stan splatany. W przypadku stanéw splagtanych
rozumowanie jest troche bardziej skomplikowane. Nalezy bowiem
wykazaé, ze nie istnieje iloczyn tensorowy, ktory dany stan generuje.
W tym celu przyjmujemy zalozenie przeciwne i prébujemy zapisaé stan
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kwantowy jako iloczyn tensorowy

=100+ 1)) =

(a0 [0) + a1 [1)) ® (Bo[0) + B1 (1)) =
B ‘00> + apP ’01> + a1 5 ’10> + o151 ’11> .

7 powyzszej zaleznosci wynika nastepujacy uktad czterech réwnaii:
apfo = %, a1 = %, apf1 = 01 a8y = 0. Jest to ewidentnie
uktad réwnan sprzecznych, gdyz iloczyn pierwszych dwoch réwnan
daje zalezno$é¢ aga1f89P1 = %, a iloczyn trzeciego i czwartego daje
apa1fofr = 0. u

Splatane gbity sa bardzo ciekawym zjawiskiem fizycznym. Okazuje
sie bowiem, ze jesli dwa gbity s w stanie splatanym %(K}O) + [11)),
to obserwacja jednego z nich moze daé¢ wartos¢ 0, badz 1 z prawdo-
podobienstwem % Nie jest jednak mozliwe obserwowanie réznych
wartosci na tych gbitach (albo pomiar obu daje wartos¢ 00, albo
11). Doswiadczenia pokazaly, ze jest to prawda takze w przypadku
gbitéw odleglych od siebie nawet o wiecej niz 10 km. Hipoteza jest
taka, ze ta prawidtowos¢ jest niezalezna od odleglosci pomiedzy bitami
kwantowymi.

Po tym, jak zdefiniowalismy dwubitowy rejestr kwantowy i omo-
wiliémy podstawowe pojecia z nim zwigzane mozemy przejs¢ do opisu
bramek dwukrotnych.

Definicja 10.6 — Bramka dwukrotna. Jednoczesne przeksztatcenie
dwoch gbitéw jest nazywane bramka dwukrotna, jezeli jest ono
zadane przez pewne przeksztalcenie unitarne U : Hy — Hy, gdzie
Hy = Hy ® Hs. Do zdefiniowania operacji na bramce dwukrotnej
wykorzystujemy nastepujaca reprezentacje qbitéw:

100) = (1,0,0,0)7T,
01) = (0,1,0,0)7T,
110) = (0,0,1,0)7T,
111) = (0,0,0,1)T.

Ponizej przedstawiamy dwa przyktady bramek dwukrotnych.

m Przyktad 10.7 — Bramka CNOT (cX). Warunkowa negacja gbitu zde-
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finiowana jest za pomoca nastepujacego przeksztatcenia

1 0 00
I 0 0100
"’X:M"“"t:<o X): 0001
0010
Bramka ta neguje drugi gqbit w zaleznoéci od wartosci pierwszego:
¢X |00) = |00),
c¢X |01) = |01),
cX |10) = [11),
cX |11) = [10) .

Analogicznie mozna zdefiniowaé¢ bramki cY i ¢Z:
I 0
Y = (0 Y) ’
1 0
cl = <O Z> .

m Przyktad 10.8 — Dwukrotna bramka Hadamarda (H). Tloczyn ten-
sorowy dwoch jednokrotnych bramek Hadamarda daje nam bramke
dwukrotna

1 1 1 1
1 -1 1 -1
H= 1 1 -1 -1
1 -1 -1 1

Jej dziatanie na dwu gbitowym argumencie wyglada nastepujaco

Hlaoa) = 5 (00) + (~1) [01) +
(1) 10} + (~1)® e [11)).

Jezeli bramka dwukrotna jest iloczynem tensorowym dwoch bramek
jednokrotnych, to wynik jej dzialania tworzy rozktadalny stan bitow
(bramka Hadamarda). Jezeli natomiast bramka dwukrotna nie moze
by¢ reprezentowana jako iloczyn tensorowy bramek jednokrotnych, to
jej dziatanie tworzy splatany stan bitow (bramka c¢X).

Bardzo wazna wtlasnoscig bitow kwantowych jest brak mozliwosci
ich kopiowania. Ta cecha stanowi podstawe kwantowego algorytmu
uzgadniania kluczy kryptograficznych.
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Twierdzenie 10.1 — Brak mozliwosci klonowania gbitéw. Nie istnieje
przeksztalcenie unitarne U takie, ze dla dowolnego gbitu mamy:

U(lga1)) = |qq) -

Innymi stowy — nie ma mozliwosci skopiowania gbitu.

Niezaleznie od braku mozliwosci kopiowania dowolnych stanéw kwan-
towych nalezy podkresli¢, ze bez problemu mozemy tworzy¢ kopie
elementoéw bazy. Mozemy zatem kopiowac gbity |0) i |1).

Protok6t kwantowej teleportaciji

Obliczenia kwantowe kryja w sobie wiele nieoczywistych i nieintuicyj-
nych wlasnodci. Jedna z nich jest splatanie, ktére pozwala zrealizowaé
protokot tak zwanej kwantowej teleportacji.

Zalozmy, ze Alicja chce przestaé¢ Bobowi gbit w stanie
al0) +b|1).

Dodatkowo bedziemy zakltadali, ze obie strony dysponuja po jednym
gbicie ze stanu splatanego

1
—(]00) + |11)),
75(100) + 1)
przy czym Alicja posiada gbit lewy, a Bob posiada gbit prawy. W uzyciu
sa zatem 3 gbity, ktorych stan dany jest wzorem:

1
s = ﬁ(a |000) 4+ @ |011) + b[100) + b|111)).

Alicja stosuje bramke ¢X na swoich bitach doprowadzajac uktad do
stanu sy

1
51 = ﬁ(a |000) + @ |011) + b[110) + b|101)).

Nastepnie Alicja stosuje bramke H na pierwszym bicie (najbardziej
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lewym) doprowadzajqc uktad gbitéw do stanu so

82 = (10) + 1)) J00) + (10) + 1)) [11) +

77 77
- 5\oo>(a 0) +b[1)) + %|01>(a\1> +b]0)+

5(10) = [1))]01)

S10)(@[0) = B]1)) + 5 111)(a 1) — b]0)).

Alicja sprawdza wartos¢ bitow i wysyta wynik do Boba. Bob odbiera
bity przestane przez Alicje i stwierdza w jakim stanie jest jego qbit. Na-
stepnie dobiera taka sekwencje bramek, ktéra pozwala na odtworzenie
stanu kwantowego a [0) + b|1).

00 - s=al0)+b|1

) —Is=a|0)+0b]1),
01 - s=uall)+b|0

)

)

— Xs=al0)+5b|1),
— Zs=al0)+b|1),
— ZXs=al0)+b]l).

10 »s=al0) —b|1
11 »s=all)—0b|0

T — - ~—

Programowanie komputeréw kwantowych

Mogtloby sie wydawaé, ze skoro komputery kwantowe sg tak drogimi
urzadzeniami, to tylko szcze$liwcy moga mieé do nich dostep. Od
strony fizycznej faktycznie tak jest, ale zdalnie moze to zrobi¢ kazdy.
Firma IBM udostepnia bowiem czes$é swoich komputeréw kwantowych
do obliczenn dla calej spotecznosci miedzynarodowej. Za pomocy spe-
cjalnej aplikacji webowej mozna napisaé¢ program i mieé¢ mozliwosé
przeprowadzenia symulacji jego dziatania lub rzeczywistej realizacji na
komputerze kwantowym. W tym drugim przypadku zadanie ustawiane
jest w kolejce oczekujacych, ktorzy chea skorzystaé z zasobdéw kwanto-
wych firmy. Na Rysunku 10.3 przedstawiono zrzut ekranu z aplikacji
webowej stuzacej do przygotowywania programoéw przeznaczonych dla
komputeréow kwantowych. Interfejs dostepny jest na stronach interne-
towych https://quantum-computing.ibm.com/. Zachecamy czytelni-
kow do skorzystania z niego i napisania nawet najprostszego programu
na komputer kwantowy.

Na Rysunku 10.4 przedstawiono fragment ekranu aplikacji, ktory
ilustruje przyktadowy program dla komputera kwantowego. Program
wykorzystuje dwa gbity, a jego dziatanie polega na ich inicjacji stanem
|0), wykorzystaniu bramki Hadamarda (H) i splataniu za pomoca
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M Quantum Composer
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Rysunek 10.3: Ekran aplikacji webowej stuzacej do implementacji
programéw dla komputeréw kwantowych

Operations 1 o Freeform alignment v 2, nspect D) 0penQASM 2.0 v
| o 8 (i qre1 BB . & Open in Quantum Lab
. & n - a] é @ 2 include "aslio. tne";
EEEEER - ¢ e,
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10 cx q[0], q[1l;

1

12
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Rysunek 10.4: Fragment ekranu aplikacji webowej ilustrujacy przykta-
dowy program na komputer kwantowy

bramki CNOT (cX). Po lewej stronie panelu edycyjnego znajduja sie
instrukcje, ktére moga zostaé zrealizowane przez komputer kwantowy.
Przenoszone sa one do centralnej czesci edytora na zasadzie przeciggnij
1 upusé. 7 kolei prawa cze$¢ panelu przedstawia kod Zrodtowy programu
w jezyku asembler dla komputeré6w kwantowych.

Na Rysunku 10.5 przedstawiono z kolei wynik dziatania stworzo-
nego programu. Histogram umieszczony po lewej stronie ilustruje
z jakim prawdopodobienstwem program da w wyniku swojego dziata-
nia poszczegoblne ciagi bitow. Natomiast umieszczona po prawej stronie
sfera Blocha pokazuje wyj$ciowy stan kwantowy z programu (przed
wykonaniem pomiaréw poszczegélnych gbitow).
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Rysunek 10.5: Prawdopodobieristwa otrzymania konkretnych wynikéow
obliczenn wraz z ilustracja wyjSciowego stanu kwantowego na sferze
Blocha

Podsumowanie

Systematycznie postepujace prace rozwojowe w dziedzinie konstrukcji
komputeréw kwantowych sprawiaja, ze prawdopodobnie juz nieba-
wem wejda one do powszechnego uzycia. Ich gtéwnym zastosowaniem
beda prawdopodobnie zagadnienia optymalizacyjne. Dlatego tez warto
interesowaé sie tematyks komputeréw i obliczen kwantowych. Progra-
mowanie takich maszyn moze sta¢ sie w przysztosci bardzo intratnym
zajeciem. Pojecia przedstawione w niniejszym rozdziale stanowia jedy-
nie pobiezny wstep do obliczen kwantowych. Niemniej jednak pokazuja,
ze tematyka ta jest niezwykle bogata i skomplikowana. Czytelnikéw
zainteresowanych przedstawionymi tutaj tematami zachecamy do zgle-
biania tajnikéw obliczenn kwantowych. Bardzo przydatne pod tym
wzgledem sa roéznego rodzaju podreczniki i materiaty udostepniane
w internecie.
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Wspeélnie dzialamy na rzecz Europy zielonej, konkurencyjnej i sprzyjajacej integracji spolecznej.
www.norwaygrants.pl i www.norwaygrants.org

Fundusze norweskie

Fundusze norweskie reprezentujg wktad Norwegii w tworzenie Europy
zielonej, konkurencyjnej i sprzyjajgcej integracji spotecznej. W ramach
funduszy norweskich Norwegia przyczynia sie do ograniczenia nierdw-
nosci spotecznych i ekonomicznych oraz wzmochnienia relacji dwu-
stronnych z panstwami beneficjentami z Europy Srodkowej i Potudnio-
wej oraz obszaru Morza Battyckiego. Norwegia Scisle wspdtpracuje
z UE w ramach Porozumienia o Europejskim Obszarze Gospodarczym
(EOG). Wraz z pozostatymi darczyicami, Norwegia przekazata 3,3
miliarda euro w ramach kolejnych programoéw funduszy w latach
1994-2014. Fundusze norweskie sqg finansowane wytgcznie przez Nor-
wegie i dostepne w panstwach, ktére przystgpity do UE po 2003 r.
Fundusze norweskie na lata 2014-2021 wynoszg 1,25 miliarda euro.
Priorytety na ten okres to:
e innowacje, badania naukowe, edukacja, konkurencyjnos¢ i go-
dna praca;
e infegracja spoteczna, zatrudnienie mtodziezy i ograniczenie
ubbstwa;
e Srodowisko, energia, zmiany klimatu i gospodarka niskoemisyjna:;
e kultura, spoteczefstwo obywatelskie, dobre zarzgdzanie i pod-
stawowe prawa;
e sprawiedliwos¢ i sprawy wewnetrzne.
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'\A. Instrukcja instalacji
oprogramowania Python

Leszek Klich

Aby zainstalowaé jezyk Python w systemie Windows, nalezy odwie-
dzié¢ strone www.python.org. Nastepnie przejs¢ do zaktadki Downloads.

e python’ .

About Downloads Documentation Community Success Stories News Events

—
Download the latest version for Windows {‘“ | ‘N

Rysunek A.1: Strona pobierania instalatora

Na rysunku A.1 widoczna jest strona pobierania instalatora, na
ktorej widnieje przycisk Download Python 3.10.5 i jest to aktualna
wersja jezyka. Nastepnie wystarczy uruchomié instalator. Podczas
instalacji nalezy zaznaczy¢ opcje Dodaj Python 3.x do PATH (rysunek
A.2) i klikna¢ Install Now.
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5 Python 3.10.5 (64-bit) Setup _ %

Install Python 3.10.5 (64-bit)

Select Install Now to install Python with default settings, or choose
Customize to enable or disable features.

G Install Now

Cih\Usersleszeh AppDatatLocal\Programs\Python\Python310

Includes IDLE, pip and documentation
Creates shortcuts and file associations

—» Customize installation
Choose location and features

python

for Install launcher for all users (recommended)

WiﬂdOWS Add Python 3.10 to PATH Cancel

Rysunek A.2: Uruchomiony instalator jezyka Python

Teraz nastapi kopiowanie plikow oraz ustawienie zmiennych srodo-
wiskowych (A.3).

. python 3.10.5 (64-bit) Setup - X

Setup Progress

Installing:

Python 3.10.5 Tdl/Tk Support (64-bit)

python

for

windows Cancel

Rysunek A.3: Proces instalacji w systemie Windows

Na koniec instalator wyswietli podsumowanie i zaproponuje wy-
tacznie limitow rozmiaru $ciezki (rysunek A.4). Nalezy kliknaé¢ opcje
Disable path length limit.
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Setup was successful

Mew to Python? Start with the online tutorial and
documentation. At your terminal, type "py" to launch Python,
or search for Python in your Start menu.

See what's new in this release, or find more info about using
Python on Windows.

@ Disable path length limit
Changes your machine configuration to allow programs, including Python, to
bypass the 260 character "MAX_PATH" limitation.

python

for

windows Close
Rysunek A.4: Koricowa faza instalacji w systemie Windows

Po tych czynnosciach etap instalacji jezyka Python jest zakonczony,
co zostanie podsumowane koricowym ekranem instalatora (rysunek

A5).
% Python 3.10.5 (64-bit) Setup _ .
Setup was successful

MNew to Python? Start with the online tutorial and
documentation. At your terminal, type "py" to launch Python,
or search for Python in your Start menu.

See what's new in this release, or find more info about using
Python on Windows.

python

for

windows Close
Rysunek A.5: Instalacja zakonczona sukcesem

Aby zakoriczyé¢ dzialanie instalatora, wecisnij przycisk Close.

Upewnij sie, ze interpreter jezyka Python zostal zainstalowany
poprawnie i uruchom konsole. Aby tego dokonaé¢, w linii wyszukiwania
wpisz cmd i uruchom Wiersz polecenia. Nastepnie wpisz python —

l} Projekt pt.: ,MODELOWE ROZWIAZANIA NA TRUDNE WYZWANIA - Plan Rozwoju Lokalnego i Instytucjonalnego Stalowej Woli”
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—version <Enter>, co powinno wys$wietli¢ zainstalowana wersje jezyka
Python (3.10.5) jak na rysunku A.6

E¥ Wiersz polecenia - ] X

Microsoft Windows [Version 10.0.19644.1766]
(c) Microsoft Corporation. Wszelkie prawa zastrzezone.

C:\Users\lesze>python --version
Python 3.10.5

C:\Users\lesze>_

Rysunek A.6: Wiersz polecenia wyswietla zainstalowang wersje Py-
thona
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