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Potega potegi. Tak, tytut tego rozdziatu jest zagadkowy. Sktada sie
z dwoch stow. Drugie ze stéw odnosi sie do dzialania matematycz-
nego - potegowania liczb. Natomiast pierwsze stowo ,potega” mowi
o niesamowitych wtasciwosciach, sile tego dziatania. O tym, jak po-
tegowanie jest niezwykle, czytelnik przekona sie, gdy pozna bajke
o krolu, szachach i ziarnach pszenicy. Zeby jednak ja dobrze zrozumieé
zaczniemy od przypomnienia takich pojeé, jak dziatanie potegi oraz
ciag geometryczny. Zapraszam!

Co to jest potega?

W tym podrozdziale podane sy podstawowe wlasnosci poteg. We
wszystkich ponizszych twierdzeniach zalozono, ze a jest liczba nie-
ujemna, to znaczy a > 0. Wartoéci poteg = oraz y, wystepujace we
wzorach, moga by¢ dowolne - bedziemy jednak rozwazaé¢ te wytacznie
naturalne.

Definicja 4.1 — Potega. Niech a bedzie liczba nieujemna (tzn. a >
0) oraz niech n bedzie liczba naturalna (tzn. n = 1,2,3,...).
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50 Rozdziat 4. Potega potegi

Wtedy potega n liczby a nazywamy wartos¢ a” =ag-a-a ... a.
—_—

n razy
Liczbe a nazywamy podstawa potegi, natomiast liczbe n nazywamy

wyktladnikiem potegi.
Dziatanie potegowania ma wiele waznych i przydatnych wlasnosci.
Ponizej zaprezentowane sg twierdzenia wraz z przyktadami, ktore te
wtlasnodci ilustruja.

Twierdzenie 4.1

a®-a¥=a*t¥

® Przyktad 4.1

22.23 = (2%).(2%)=(2-2)-(2-2-2)
:(2.2.2.2,2):25:22+3

| |
Twierdzenie 4.2
a® _ ay
aV¥
= Przyktad 4.2
u
Twierdzenie 4.3
(a®)Y =a®¥
m Przyktad 4.3
(42)3 — (42) . (42) . (42) =(4-4)-(4-4)-(4-4)
—4.4-4.-4.-4.4=46 =423
u
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Twierdzenie 4.4

(a-b)*=a"-b"

m Przyktad 4.4

(5-3>=(5-3)-(5-3)=5-3-5-3=5-5-3-3=52.32

n
Twierdzenie 4.5
a\* a”
() =%
® Przyktad 4.5
AV (A (A (a4 e _aaa a®
5)  \b 5 5/ 555 5.5-5 53
]
Twierdzenie 4.6
_ 1
a ¥ = F
m Przyktad 4.6 Rozwazmy liczbe A = ;—2
Wtedy, wykorzystujac Twierdzenie 4.2, otrzymamy, ze
7 35 —2
7 drugiej strony
73 777 1 1
A== = ==
™ oTeTT-T-7T 77T T2
Zatem
1
_ 2
A=7"*= -
]
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Twierdzenie 4.7

a%:\z/a

m Przyktad 4.7 Rozwazmy liczbe A = 35. Policzymy wartosé wyrazania

A, Korzystajac z Twierdzenia 4.3 mamy
5
A° = (3 ) —355-3-3
Zatem A® =3, a stad wynika, ze A = V/3, czyli

35 = V3

Twierdzenie 4.8
1

—Z
a Y =

yax

1

=4
1 Tw. 4.7 1
L 7

1 Tw. 4.3

4%

w trakcie przeksztalcen.
-1
2.(-1) Tw.43 <4%> Tw. 4.6 :
43

win

A

Wl

Rysunek 4.1: Przy liczeniu poteg czesto przydaje sie kalkulator
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m Przyktad 4.8 W tym przyktadzie, nad niektérymi symbolami réwno-
§ci, zamieszczone sa numery twierdzen, z ktérych trzeba skorzystaé
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Nazwy duzych liczb

W tej krotkiej sekeji podane beda nazwy liczebnikéw gltéwnych poteg
tysiaca, nazywanych tutaj po prostu duzymi liczbami. Nazwy te
odnosza sie do liczb o podstawie 10 i wyktadniku naturalnym, bedacym
krotnoscia trojki, takich jak: 103, 106, 10° (czyli tysiac, milion, miliard)
i wyzszych.

Liczba Liczebnik
103 tysiac
108 milion
10° miliard
1012 bilion
101° biliard
1018 trylion
102! tryliard
10% kwadrylion
10%7 kwadryliard
1030 kwintylion
1060 decylion
10600 centylion

Tablica 4.1: Nazwy duzych liczb

Wykorzystamy te tabelke w dalszej czesci.

Cigg geometryczny

Wtasnosci poteg, przypomniane w poprzednim paragrafie, sg bardzo
przydatne w zrozumieniu pojecia ciggu geometrycznego.

Definicja 4.2 Zalézmy, ze dany jest ciag liczbowy a,, = a1, as,as, ...
(ciag moze by¢ skornczony lub nieskonczony). Ciag ten jest geome-
tryczny, jezeli istnieje stata ¢, zwana ilorazem ciagu, dla ktorej
zachodzi wzor

Ap = Ap_1 * q dla kazdego n > 2

Inaczej mowiac ciag geometryczny jest to ciag liczbowy ay,
ktorego kazdy kolejny wyraz, od drugiego poczawszy, jest iloczynem
wyrazu poprzedniego i pewnej stalej ¢, nazywanej ilorazem ciggu.
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54 Rozdziat 4. Potega potegi

Twierdzenie 4.9 Jezeli ¢ # 0, a takze a; # 0, to powyzszy wzor
mozna zapisa¢ w postaci

an

bl
Gn—1

co ttumaczy nazwe liczby q.

® Przyktad 4.9 Dany jest ciag geometryczny a, = 3, 9, 27, 81, 243, ....
lloraz tego ciagu jest rowny 3, czyli ¢ = 3.

Pierwszy wyraz ciagu jest rowny 3, czyli a; = 3.

Drugi wyraz ciagu jest rowny 9, czyli as = 9.

Trzeci wyraz ciagu jest rowny 27, czyli ag = 27. (]

Twierdzenie 4.10 Jezeli a, jest ciagiem geometrycznym, a q ilorazem
tego ciagu, to dla kazdego n € N, zachodzi wzér na n-ty wyraz

ciaggu:

an =ay-q" L (4.1)

W powyzszym twierdzeniu widaé¢ zwiazek ciagu geometrycznego
z potegowaniem. Mianowicie, kazdy wyraz a,, ciagu moze by¢ obliczony
jako iloczyn pierwszego wyrazu aj i n-tej potegi ilorazu q. Zatem jezeli
znamy pierwszy wyraz ciagu i iloraz ciaggu geometrycznego mozemy
obliczy¢ dowolny wyraz tego ciagu.

m Przyktad 4.10 Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego o ilorazie ¢ = 5
jest réwny 3. Obliczymy dziesigty wyraz ciagu a1g. Mamy wszystkie
dane, aby skorzystaé¢ ze wzoru (4.1) na n-ty wyraz ciagu

ajo = 3- 5071 =5 859 375.

Powyzszy przyktad pokazuje pewna bardzo wazna ceche ciagdw
geometrycznych. Otoéz, jezeli iloraz g jest wiekszy od jedynki, to
kolejne wyrazy ciagu bardzo szybko rosna. Nazywamy to wzrostem
wykladniczym.

Spéjrzmy na rysunek 4.2. Zestawione sa na nim wzrost liniowy
i wyktadniczy. Wzrost liniowy zaklada, ze dane zjawiska przyrastaja
zawsze z takg sama dynamika, ktéra przypada na okreslong jednostke
czasu. Przyktadowo, jesli w ciagu jednej godziny fabryka moze wypro-
dukowaé¢ X jednostek produktu, to suma wyprodukowanych jednostek
w ciagu 5 godzin bedzie wynosita X + X+ X 4+ X+ X = 5X. To prosta

[Pu Projekt pt.: ,MODELOWE ROZWIAZANIA NA TRUDNE WYZWANIA - Plan Rozwoju Lokalnego i Instytucjonalnego Stalowej Woli”
wspotfinansowany jest ze Srodkéw Norweskiego Mechanizmu Finansowego 2014-2021 (85%) oraz Budzetu Panstwa (15%). @

Norway
grants Wspoinie dzialamy na rzecz Europy zielonej, konkurencyjnej i sprzyjajacej integracji spolecznej.



4.4 Cigg geometryczny 55

zaleznos¢, ktoéra znamy wszyscy i postugujemy sie nig w codziennym
zyciu.

7 kolei wzrost wyktadniczy oznacza, ze pewne zmiany zachodza na
poczatku stosunkowo wolno, a po jakims czasie bardzo szybko. Taka
dynamika wzrostu moze czesto by¢ zaskakujaca. Jak mozna zauwazyé
na rysunku 4.2, wzrost wykladniczy przez jakis czas jest wolniejszy
od liniowego i wydaje sie, ze sa to bardzo powolne zmiany. Jednak
po przekroczeniu pewnej wartosci, czerwona linia wykazuje bardzo
gwaltowny, szybki wzrost. Ta wlasnie cecha decyduje o potedze
potegi, o ktorej jest mowa w tytule rozdziatu.

1200
—wzrost wyktadnicz:
1000 = Y
800 1
600 [ 1
400
200 1
0 I I
0 2 4 6 8 10

Rysunek 4.2: Wzrost wyktadniczy w poréwnaniu do wzrostu liniowego

Twierdzenie 4.11 Kazdy wyraz ciaggu geometrycznego, z wyjatkiem
pierwszego (i ostatniego dla ciagu skoriczonego), jest $rednia geome-
tryczna wyrazu poprzedniego i nastepnego:

An = y/Qn—1 * Qn+1-

Zalozmy, ze mamy ciagg geometryczny a, = ai, ag, as, .... Wtedy mo-
zemy obliczy¢ sume n sktadnikéw tego ciagu S, = a1 + as + - - + ayn.

n - sktadnikow

Twierdzenie 4.12 Suma n kolejnych wyrazoéw ciaggu geometrycznego
an Wyraza sie wzorem:

1—q"
S?’L = a - fq dla q sé 1, (42)
S, =aj-n dla qg=1.
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m Przyktad 4.11 Obliczmy sume pierwszych 10-ciu wyrazéw ciggu
geometrycznego a, = 1, 5, 25, 125, 625, .... Dla tego ciagu mamy
zatem a; = 1, ¢ = 5, oraz n = 10. Mozemy skorzystaé¢ ze wzoru (4.2)
na sume wyrazoéow ciaggu geometrycznego

1-5%  1-9765625

= =2 441 406.
1-5 —4 06

Sio=1"

Bajka o krélu, szachach i ziarnach pszenicy

Dawno, dawno temu zyt sobie krol. Byt to wtadca stary i znudzony.
Nie bawily go turnieje rycerskie, jazda konna, ani nawet fechtunek.
Nawet rozniecenie wojny uwazal za zajecie nudne i nie warte jego
trudu. Byl tak znudzony, ze rozestal wici po calym kraju i do panstw
odciennych, ze kto przyniesie interesujaca, ciekawg gre, tego nie minie
wysoka nagroda.

Krol czekal, czekal i czekal. Az pewnego dnia zjawil sie na zamku
pewien cztowiek, cudzoziemiec. Przybyt i rzekl:  Wielmozny Krolu!
Mam dla Ciebie gre, dzieki ktorej przestaniesz sie tak okropnie nudzié.”
Ta gra okazaly sie by¢ szchy. Krol byt zachwycony: ,, Nareszcie! Koniec
mojej udreki! Oto gra warta nagrody!”

Rysunek 4.3: Klasyczne szachy o 64 polach

Kroél postanowit ofiarowaé nieznajomemu przybyszowi wszystko,
czego ten zazgda. Cudzoziemiec poprosit zatem o pozornie skromna
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4.5 Bajka o krélu, szachach i ziarnach pszenicy 57

nagrode: ,, Najjasniejszy Krolu! Pragne dostaé kilka ziaren pszenicy.
Widzisz krolu te oto plansze do szachéw? Ma ona 64 pola. Pragne
aby na pierwsze pole potozono jedno ziarno pszenicy, na drugie pole
dwa ziarna pszenicy, na trzecie pole cztery ziarna, na czwarte pole
osiem ziaren i tak na kazde kolejne pole dwa razy wiecej ziaren niz na
poprzednie. Niech nastepnie dadza mi sume tych wszystkich ziaren.”

Krol sie tylko zasmial! Poprosit jednak cudzoziemca, aby ten po-
wiedzial, ile to bedzie workéw z ziarnem, bo worki wygodniej liczy¢.
Jednak wtedy nieznajomy tylko powtorzyt doktadnie swoja prosbe.
Nieco rozbawiony takim zachowaniem krol, poszed! wiec do swoich ma-
tematykow, zeby mu obliczyli, ile workdw ziarna zada 6w cudzoziemiec.
Gdy matematycy podali mu wynik, to niemal osiwial! Okazalo sie
bowiem, ze jest to ilo$¢ ziarna tak ogromna, ze ani w jego krélestwie,
ani nawet na caltym znanym S$wiecie nie sposob tyle zgromadzi¢!

Rysunek 4.4: Tlosé¢ ziaren potozonych na kilku pierwszych polach

N wspotfinansowany jest ze Srodkéw Norweskiego Mechanizmu Finansowego 2014-2021 (85%) oraz Budzetu Paristwa (15%).
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58 Rozdziat 4. Potega potegi

Cwiczenie 4.1 Zobaczmy, o jakiej liczbie ziaren pszenicy moéwil

sprytny cudzoziemiec. Ponizej przedstawmy doktadnie jego opis:
e na pierwszym polu szachowym kltadziemy 1 ziarno pszenicy,

na drugim polu ktadziemy 2 ziarna,

na trzecim polu ktadziemy 4 ziarna,

na czwartym polu ktadziemy 8 ziaren,

na kazde kolejne pole kladziemy dwa razy wiecej ziaren niz

na poprzednie,

(O oo
e postepujemy tak, az do ostatniego 64-go pola.
Jezeli doktadnie sie przyjrzymy, to zauwazymy, ze jest to opis ciagu

geometrycznego.
e ar =1,
e ag=2=1-2
e az=4=2-2
e ay=8=4-2
o .

® ags = a3 - 2.
Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego, o ktérym tu mowa, wynosi
a1 = 1. Tloraz tego ciagu geometrycznego, czyli liczba przez ktoéra
mnozony jest kazdy kolejny wyraz, wynosi ¢ = 2.
Policzmy zatem, ile ziaren pszenicy powinno byé¢ na ostatnim, sze$¢-
dziesiatym czwartym polu. W tym celu skorzystamy ze wzoru
(4.1):

agy = 1-26471 =263 = 9 293 372 036 854 775 808.

Ilos¢ ziaren na ostatnim polu szachowym jest ogromna! A ile ich
jest wszystkich? Sume ziaren policzymy korzystajac ze wzoru (4.2)
na sume ciagu geometrycznego:

—1

1-2% 1-2% _ g6
1-2 —1
— 18 446 744 073 709 551 615 ~ 18,5 - 10'8.

Ses=1-

Ta liczba jest tak duza, ze nawet trudno ja przeczytaé¢. Pomozemy
sobie korzystajac z Tablicy 4.1. Widzimy, ze 10'® jest to trylion.
Zatem cudzoziemiec poprosit o 18,5 trylionéw ziaren pszenicy!
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4.5 Bajka o krélu, szachach i ziarnach pszenicy 59

Rysunek 4.5: Ziarna pszenicy

Liczba o ktérej méwil nieznajomy jest naprawde ogromna. Krol
poprosit o informacje, ile to bedzie workéw z ziarnem. My policzymy
natomiast wage tych ziaren i poréwnamy z aktualng produkcja tego
zboza na $wiecie. Wykorzystamy w tym celu informacje, ze tysiac
ziaren pszenicy wazy okoto 40 g.

Cwiczenie 4.2 Rozpiszmy dokladnie rachunki.

1000 szt > 40g
18 446 744 073 709 551 615 szt > Tg

Korzystajac z proporcji otrzymujemy, ze

18 446 744 073 709 551 615szt - 40g
Tr =

1000 szt
= 737 869 762 948 382 064,6 g

~ 737 869 762 948 382 kg
~ 737 869 762 948t
~ 737 870mlnt
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60 Rozdziat 4. Potega potegi

Pszenica jest dominujacym zbozem spozywczym w handlu $wiato-
wym, ze $rednig produkcjg roczna na poziomie 650 mln t.

737 870mlnt

- ~ 11351
k= —550mm 35 lat

Matematycy krolewscy mieli wiec racje! Nie dosé, ze ilo$é pszenicy
przekracza mozliwosci jakiegokolwiek krolestwa, to jest to rownowartosé
zbioréw swiatowych z ponad tysigca lat!!!

Oto POTEGA POTEGI!
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