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6. Statystyka dla fizyka

Andrzej Chmielowiec

Wstep

Fizyka nieodzownie zwiazana jest z przeprowadzaniem doswiadczen
i eksperymentéw, ktoére maja na celu badanie réznego rodzaju zja-
wisk. Podczas duzej czesci doswiadczen konieczne jest wykonywanie
pomiaréw pozwalajacych na weryfikacje prawdziwosci postawionych
wezesniej tez. Skad jednak pewno$é, czy zmierzona wielkosé faktycznie
taka jest. A moze podczas pomiaru wystapit jaki§ btad, ktéry zaburzyt
odczytany wynik? Ile nalezy wykona¢ pomiaréw, aby z duzym praw-
dopodobienistwem stwierdzié¢, ze badana wielko$¢ ma taka, a nie inna
wartos¢? Czy wiadomo nam co$ na temat bledu, ktory popetniamy
podczas pomiaru? To tylko niektére pytania, ktére stawia sobie fizyk
podczas wykonywania eksperymentéw. 7Z pomoca w takich sytuacjach
przychodzi statystyka.

Mozna powiedzieé, ze statystyka jest to dziedzina matematyki zaj-
mujaca sie wycigganiem wnioskow, dotyczacych ogdétu, na podstawie
badanej proby. Aktualnie jej metody znajduja zastosowanie niemal
w kazdej galezi nauki i gospodarki. Znaczenie tej dziedziny staje sie
z roku na rok coraz wieksze. Nalezy tez przypuszczaé, ze w kolejnych
latach bedzie jeszcze rosto. Wynika to, przede wszystkim, z faktu wyko-
rzystania metod statystyki i rachunku prawdopodobienistwa w uczeniu
maszynowym i sztucznej inteligencji.
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O obszarach zastosowania metod statystycznych powstalo juz bar-
dzo wiele podrecznikéw i ksiazek. Co zatem mozna zaprezentowaé
na kilku stronach niniejszego rozdziatu, aby przyblizy¢ czytelnikowi
sposOb dzialania statystyki? Wydaje sie, ze zasadnym bedzie tu przed-
stawienie podstawowych koncepcji, ktore stanowia fundament tej nauki
i sprawiaja, ze jest ona tak powszechnie wykorzystywana. Wszystko
to zostanie zaprezentowane w kontekécie prostych pomiaréw fizycz-
nych, ktére czytelnik moze przeprowadzié samodzielnie w warunkach
domowych.

Statystyka, a prawdopodobienstwo

Rozwazania w tej czesci rozpocznijmy od jednego z najbardziej znanych
cytatow, ktory dotyczy statystyki. Mark Twain powiedzial kiedy$, ze

Sq trzy rodzaje ktamstw: ktamstwa, bezczelne ktamstwa
1 statystyki.

Ta niezwykle trafna wypowiedZ ma uzmystawia¢ nam, jak wielkie pole
do naduzy¢ stwarza statystyka. Podkresli¢ jednak nalezy, ze naduzycia
te mozliwe s w gtoéwnej mierze przez powszechne niezrozumienie, czym
jest ta nauka i w jaki sposéb odpowiada na pytania. Pierwsza i za-
sadnicza kwestia, jaka nalezy sobie uzmystowi¢ jest to, ze statystyka
nigdy nie daje odpowiedzi na pewno. Bardzo cze¢sto w mediach
pojawiaja sie na przyktad statystyki dotyczace badania preferencji
wyborczych. Po podaniu wynikéw widz lub czytelnik jest informowany;,
ze badanie przeprowadzono na prébie liczacej nieco ponad tysiac osob,
a dopuszczalny blad badania wynosi 3%. Czy to oznacza, ze podane
wyniki moga sie rozni¢ jedynie o +3%7? Kazdy z nas czuje podswia-
domie, ze jesli przebadano jedynie tysiac 0s6b z prawie 30 milionéw
uprawnionych do glosowania, to w zasadzie ten btad moze byé duzo
wiekszy. I tak rzeczywiscie jest — btad moze byé duzo wickszy niz te
wspomniane 3%. Wiekszo$¢ oso6b nazywa, w tym momencie, staty-
styke ktamstwem, cho¢ to nie wina tej nauki, ze przekazuje sie nam
niekompletng informacje. Prawidlowa informacja powinna brzmieé¢ na
przyklad, ze maksymalny blad wynosi +3% z prawdopodobieristwem
95% (pamietajmy, ze statystyka nigdy nie daje odpowiedzi na pewno,
czyli na 100%).

Nie powinnidmy mylié¢ statystyki z prawdopodobienistwem. To
drugie dotyczy analizy wtasnosci, ktéra obowiazuje cata populacje —
wszystkie mozliwe zdarzenia. Natomiast statystyka, to wnioskowanie
o prawdopodobieristwie na podstawie analizy probki. Silg rzeczy nie
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)

Rysunek 6.1: Pomiar §ruby przy uzyciu: a) linijki z dokladnoscia do
1073 m, b) suwmiarka z doktadnoscig do 2 - 107 m, c¢) mikrometrem
z doktadnoscia do 107° m

moga wiec to by¢ wnioski pewne. Jedyne, co mozna w takiej sytuacji
zrobi¢, to minimalizowa¢ prawdopodobienistwo popetnienia btedu. Nie
obrazajmy sie zatem na statystyke, tylko podchodZzmy prezentowanych
za jej pomoca wnioskow z nalezytym zrozumieniem i rezerwa,.

Pomiary fizyczne i wyznaczanie podstawowych
statystyk

Pomiaru wielko$ci fizycznych mozemy dokonywaé za pomoca réznych
przyrzadow. Kazdy taki przyrzad charakteryzuje sie pewnym pozio-
mem dokladnosci. Na Rysunku 6.1 pokazano pomiar nakretki za
pomocay linijki, suwmiarki i mikrometru. Kazdy z zaprezentowanych
przyrzadow charakteryzuje sie inng precyzja pomiaru. Najmniej do-
ktadna jest linijka, ktorej podzialtka pozwala na pomiar odlegtosci
z doktadnoscia do 1073 m. Suwmiarka analogowa umozliwia pomiary
z doktadnogcig do 2 - 107° m. Najdoktadniejszy z calej trojki jest nato-
miast mikrometr, ktory pozwala mierzy¢ odlegtosé z doktadnoscig 107°
m. Aby zilustrowaé¢ mozliwosci zastosowania statystyki, do pomiarow
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Typ nakretki Zmierzone wymiary [mm)|

16.77, 16.79, 16.76, 16.76, 16.79, 16.80,
16.77, 16.75, 16.78, 16.79, 16.80, 16.76,
M10 16.78, 16.79, 16.80, 16.78, 16.77, 16.77,
16.76, 16.77, 16.78, 16.80, 16.76, 16.77,
16.78, 16.79, 16.77, 16.78, 16.79, 16.76
18.75, 18.74, 18.80, 18.76, 18.73, 18.77,
18.75, 18.76, 18.76, 18.74, 18.78, 18.77,
M12 18.76, 18.75, 18.78, 18.75, 18.77, 18.77,
18.74, 18.76, 18.79, 18.79, 18.76, 18.75,
18.78, 18.76, 18.73, 18.78, 18.73, 18.76
21.71, 21.72, 21.72, 21.71, 21.72, 21.73,
21.72, 21.70, 21.72, 21.71, 21.73, 21.71,
M14 21.72, 21.71, 21.72, 21.79, 21.81, 21.77,
21.70, 21.74, 21.72, 21.73, 21.73, 21.73,
21.78, 21.78, 21.79, 21.80, 21.81, 21.80

Tablica 6.1: Wyniki pomiaru odlegtoéci pomiedzy przeciwleglymi $cian-
kami dla zestawéw nakretek M10, M12 i M14.

wykorzystany zostal mikrometr. Przy jego pomocy zmierzone zostaly
zestawy szesciokatnych nakretek M10, M12 i M14. Przeprowadzone
eksperymenty daly wyniki, ktére zaprezentowano w Tabeli 6.1. Jak
widaé¢, wyniki kazdego eksperymentu obejmuja 30 pomiaréw, wykona-
nych na zestawach 10 nakretek (pomiarowi poddana zostala odlegtosé
pomiedzy kazda para przeciwleglych $cianek nakretki). Odleglosé po-
miedzy przeciwleglymi Sciankami dla takich nakretek okresla norma
DIN 934 i wynosi ona dla nakretek M10, M12 i M14 odpowiednio
17 mm, 19 mm i 22 mm.

Cwiczenie 6.1 Kup w sklepie budowlanym zestaw nakretek i zmierz
odlegltosé pomiedzy przeciwleglymi Sciankami za pomoca mikro-
metru lub suwmiarki. Zauwaz, ze do wykonania tego ¢wiczenia
kompletnie nie nadaje si¢ linijka. Jej dokladnosé jest zbyt mata,
zeby uchwycié¢ tak drobne réznice w wymiarach. [

Gdy dysponujemy wynikami pomiaréw, mozemy przystapi¢ do wy-
znaczania statystyk. Statystyki, to funkcje, ktorych argumentami sa
wyniki pomiaréw. Jedna z najpowszechniej stosowanych statystyk jest
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$rednia arytmetyczna z proby, ktéra wyraza sie wzorem
_ ritret--txy
T = )
n

gdzie n jest liczba pomiaréw, a x1,x2, ..., T, oznaczaja uzyskane wy-
niki. Srednia arytmetyczna jest tak zwanym estymatorem wartosci ocze-
kiwanej, ktéry najczesciej oznaczany jest przez fi.
Definicja 6.1 Estymatorem nazywamy statystyke, stuzaca do szaco-
wania wartosci parametru rozktadu prawdopodobienistwa w danej
populacji.

m Przyktad 6.1 W naszym eksperymencie pomiarowym pobraliSmy
pewna probke nakretek. Na podstawie dokonanych pomiaréw chceieli-
bysmy oszacowaé, jaka jest wartos$¢ oczekiwana odlegtosci pomiedzy
Sciankami nakretki. W tym celu przyjmujemy, ze estymatorem ji tej
wartosci oczekiwanej jest $rednia arytmetyczna T z pomiaréw. Aby
jednak caly wywod byl kompletny musimy zatozyé pewien rozkltad
prawdopodobienistwa dla zmiennej losowej, ktéra okresla odleglosci
pomiedzy $ciankami. Dla pomiaréw fizycznych, najczesciej zaktada
sie, ze rozktad prawdopodobieristwa takiej zmiennej jest rozkladem
normalnym (czym jest rozklad normalny napiszemy poézniej). n

Kolejng typowa statystyka, ktéra wyznaczamy dla serii pomiaréw
jest odchylenie standardowe, a raczej jego estymator. Jego zadaniem
jest wyrazenie pewnej miary bledu, ktory jest popelniany podczas
przeprowadzania eksperymentu:
e
N n—1 ’

Niekiedy uzywany jest tez estymator, dla ktérego w mianowniku poja-
wia sie n, a nie (n — 1). Niemniej ten, ktory zostal zapisany ma w pew-
nym sensie lepsze wlasnosci matematyczne i statystyczne. Niestety
doktadne wyjadnienie tego, dlaczego tak sie dzieje znacznie wykracza
poza ramy niniejszego rozdziatu.

Przy uzyciu standardowych funkcji arkusza kalkulacyjnego, mozemy
z tatwoscia wyznaczy¢ estymatory wartosci oczekiwanej i odchylenia
standardowego dla wykonanego eksperymentu pomiarowego. W przy-
padku danych z Tabeli 6.1 wynosza one odpowiednio:

fint1o = 16.78,  Gai1o = 0.014,
fin12 = 18.76,  Gai1e = 0.018,
finia = 21,74, 6ap1a = 0.036.
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Rysunek 6.2: Funkcja gestosci prawdopodobienistwa rozktadu normal-
nego N (i, 02).

Cwiczenie 6.2 Wprowadz dane z wykonanych przez siebie pomiaréw
do arkusza kalkulacyjnego i wyznacz $rednig arytmetyczna oraz
odchylenie standardowe dla kazdej serii pomiaréow. [

Rozktad normainy i btedy pomiarowe

Rozktad normalny jest rozkladem opartym na dwoch parametrach. Sa
nimi wartos¢ oczekiwana p oraz odchylenie standardowe o. Funkcja ge-
stogci prawdopodobieristwa dla rozktadu normalnego N (i, 0?) wyraza
sie wzorem

[ ——

oV 2w

Wykres przebiegu tej funkcji zostal pokazany na Rysunku 6.2. Dlaczego
rozktad normalny jest taki wazny? Okazuje sie, ze jesli analizujemy
wiele niezaleznych zmiennych losowych, to rozktad sumy tych zmien-
nych losowych przypomina, w pewnym sensie wtasnie, rozktad normalny.
Zilustrujemy te prawidlowo$é na przyktadzie rzutu szescienna kostka
do gry. Wyobrazmy sobie, ze wykonujemy rzut 1, 4, 7, 10 i 13 kostkami.
Po kazdym rzucie sumujemy liczbe oczek, ktora pojawi sie na kostkach.
Jezeli powyzszy eksperyment powtérzymy 10000 razy, to powinniSmy
umieé¢ wywnioskowaé co$ na temat rozktadu prawdopodobieristwa w ta-
kich doswiadczeniach. Przy rzucie jedna kostka rozktad powinien byé¢,
mniej wiecej, rownomierny. Wynika to z faktu, ze kazdg mozliwg sume
uzyskujemy jedynie na jeden sposéb. W przypadku rzutu 4 kostkami
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Rysunek 6.3: Rozklad normalny prawdopodobieristwa

jest juz jednak inaczej. Liczbe oczek réwna 4 uzyskujemy bowiem
tylko na jeden sposob, liczbe oczek réwna 5 na 4 sposoby, a liczbe
oczek rowng 6 na 10 sposobdow itd. Wyniki symulacji komputerowej
tego procesu przedstawione zostaly na Rysunku 6.3. Przedstawione
histogramy pokazuja ile razy (0§ rzednych) podczas 10000 rzutow wy-
padla okreslona liczba oczek (o$ odcietych). Z rysunku wynika jasno,
ze im wiecej kostek, tym bardziej przedstawiony histogram przypomina
swoim ksztaltem krzywa gestosci rozkladu normalnego. Ta obserwa-
cja zostata matematycznie sformalizowana i nosi nazwe Centralnego
Twierdzenia Granicznego.

Podczas pomiaréw fizycznych mamy do czynienia z podobng sy-
tuacja. Wykonujemy eksperyment w sytuacji, gdy wplywa na niego
wiele losowych i niezaleznych czynnikéw, ktore naktadaja sie na siebie.
Nie mamy wiedzy na temat kazdego z nich z osobna, ale Centralne
Twierdzenie Graniczne méwi, ze ich sumaryczny rozktad powinien przy-
pominaé rozklad normalny. W zwigzku z powyzszym, bardzo czesto
zakladamy (nie majac innego wyboru), ze rozktad btedow jest wtasnie
rozktadem normalnym N (u, o2).

Przyjrzyjmy sie teraz wynikom uzyskanym podczas pomiaréw na-
kretek M10, M12 i M14. Do analizy wykorzystane zostalty biblioteki
jezyka Python, ktére umozliwiaja narysowanie histogramu oraz wy-
znaczenie najlepszego dopasowania danych pomiarowych do rozktadu
normalnego o okreslonych parametrach. Na Rysunku 6.4 przedstawiono
przyktadowy program analizujacy dane pomiarowe i przedstawiajacy
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82 Rozdziat 6. Statystyka dla fizyka

# Import bibliotek zewnetrznych.

from reliability.Fitters import Fit_Normal 2P
import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

# Dane pomiarowe.

x = [16.77, 16.79, 16.76, 16.76, 16.79, 16.80, \
16.77, 16.75, 16.78, 16.79, 16.80, 16.76, \
16.78, 16.79, 16.80, 16.78, 16.77, 16.77, \

10 16.76, 16.77, 16.78, 16.80, 16.76, 16.77, \

11 16.78, 16.79, 16.77, 16.78, 16.79, 16.76]

COENOUIAWN

13 # Najlepsze dopasowanie do rozktadu normalnego.
14 ?fit = Fit_Normal_2P(failures=x, method= , color= Y
linewidth=2.5)

17 plt.title('')

18 plt.xticks(size=12)
19 plt.yticks(size=12)
20 plt.ylabel(

I ] ar , fontsize=20)
21 plt.xlabel( n u', fontsize=20)

22 plt.legend(fontsize=16)
23 plt.savefig( 'ps , pad_inches=0.1, bbox_inches= )
24

25 # Histogram.
26 fig, ax = plt.subplots()
27 Tax.hist(x, bins=[16.745, 16.755, 16.765, 16.775, 16.785, 16.795, \

28 16.805], density=True, alpha=0.5, linewidth=4, color=
29 edgecolor=
30 fit.distribution.PDF(label='PDF', color= J6AB1', linewidth=2.5)

31 plt.title('')
32 plt.ylabel('")
33 plt.xlabel('")
34 plt.savefig( )

Rysunek 6.4: Kod programu do analizy statystycznej danych pomiaro-
wych i rysowania wykresow prezentujacych wyniki.

wyniki w formie wykresow.

Analiza danych dla nakretki M10 wykazala, ze najlepiej dopaso-
wany do wynikéw jest rozktad normalny o parametrach p = 16.777
i 0 = 0.0154. Wykres rozktadu o takich parametrach zostal naniesiony
na histogram prezentowany na Rysunku 6.5 a). Dopasowanie nie jest
idealne, ale na Rysunku 6.5 b) widzimy, ze wszystkie wyniki pomiarow
mieszcza sie w strefie dopuszczalnego btedu. Poniewaz poziom istotno-
$ci badania zostal ustawiony na 5%, to mozemy stwierdzié, ze z praw-
dopodobienistwem 95% warto$é srednia pomiaru wynosi 16.777, a blad
rowny trzem odchyleniom standardowym wynosi +0.0462. Warto
w tym miejscu wspomnieé¢: dlaczego za blad najczedciej przyjmujemy
rownowarto$é¢ £30?7 Wynika to z faktu, ze dla rozkladu normalnego
99.73% wynikow znajduje sie wlasnie w obszarze u + 30.

Odpowiedni poziom dopasowania wykazuja réwniez pomiary wy-
konane dla nakretki M12. Wykorzystane oprogramowanie wskazalo,
ze najbardziej dopasowany do tych wynikéow jest rozklad normalny
o parametrach u = 18.761 i ¢ = 0.0194. Podobnie, jak w poprzednim
przypadku, na Rysunku 6.6 a) przedstawiono histogram wraz z nanie-
sionym rozktadem, a Rysunek 6.6 b) prezentuje poziom dopasowania
wynikéw do rozktadu normalnego. Mozemy zaobserwowaé, ze réwniez
w tym przypadku, wszystkie wyniki znajdujg sie w strefie dopusz-
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Rysunek 6.5: Wyniki analizy statystycznej danych pomiarowych dla
nakretki M10: a) histogram, b) wykres prawdopodobieristwa.
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Rysunek 6.6: Wyniki analizy statystycznej danych pomiarowych dla
nakretki M12: a) histogram, b) wykres prawdopodobiernistwa.

czalnego bledu. Zatem z prawdopodobienstwem 95% stwierdzamy, ze
wartos¢ srednia wynosi 18.761, a btad jest rowny +0.0582.

7 zupelnie odmienng sytuacja mamy do czynienia w przypadku
pomiaréw dla nakretki M14. Wyniki zaprezentowane na Rysunku 6.7
pokazuja znaczne odstepstwo od rozkladu normalnego. Widoczne jest
to zaréwno na histogramie, jak i na wykresie prawdopodobietistwa.
Z wykresu b) wynika, ze az 9 z 30 pomiar6w umieszczonych jest poza
obszarem dopuszczalnego btedu. W takich sytuacjach nalezy podja¢
decyzje o odrzuceniu hipotezy, ze badane wyniki naleza do rozktadu nor-
malnego. Analiza histogramu wyraznie wskazuje, ze 9 wynikéw znacznie
odstaje od pozostatych pomiaréow. Jezeli jednak przyjmiemy, ze byty
to egzemplarze niepoprawnie wykonanych nakretek, to otrzymamy
rozktad, jak najbardziej zblizony do rozktadu normalnego. Wyniki ana-
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Rysunek 6.7: Wyniki analizy statystycznej danych pomiarowych dla
nakretki M14: a) histogram, b) wykres prawdopodobieristwa.

—— Fitted Normal_2P (u=21.719, 0=0.0114)
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Rysunek 6.8: Wyniki analizy statystycznej danych pomiarowych dla
nakretki M14 po odrzuceniu 9 najwiekszych wartosci: a) histogram, b)
wykres prawdopodobieristwa.

lizy danych po redukcji 9 najwiekszych wartosci pomiarowych zostaty
zilustrowane na Rysunku 6.8. Powstaje jednak pytanie, dotyczace
powodu odrzucenia pomiaréw z proby. W niektorych przypadkach
takie uzasadnienie jest sensowne, a w innych kompletnie niewtasciwe.
W takich wlasnie sytuacjach wchodzimy w obszar manipulacji danymi.
Nigdy bowiem nie ma pewnoéci, czy odrzucane pomiary sg ewidentnym
wynikiem jakiegos grubego btedu pomiarowego, czy ich odrzucenie
powodowane jest checig wpasowania wynikow w okreslony rozktad
prawdopodobienstwa.

Cwiczenie 6.3 Wykorzystaj przyktadowy program do wykonania
analiz dla wtasnych pomiaréw. Do uruchomienia programu przygo-

D: Projekt pt.: ,MODELOWE ROZWIAZANIA NA TRUDNE WYZWANIA - Plan Rozwoju Lokalnego i Instytucjonalnego Stalowej Woli”
wspotfinansowany jest ze Srodkéw Norweskiego Mechanizmu Finansowego 2014-2021 (85%) oraz Budzetu Paristwa (15%). @

Norway
grants Wspbinie dzialamy na rzecz Europy zielonej, konkurencyjnej i sprzyjajacej integracji spolecznej.



6.5

6.5 Podsumowanie 85

towanego w jezyku Python mozesz wykorzysta¢ jedno z dostepnych
srodowisk (np. Anaconda — otwarte srodowisko programistyczne
dla jezyka Python dostepne nieodptatnie na stronie anaconda.com
lub Google Colab — bezptatne srodowisko online). "

Podsumowanie

W rozdziale przedstawione zostaly podstawowe zagadnienia dotyczace
analizy statystycznej danych pomiarowych. Poza takimi pojeciami, jak
srednia arytmetyczna i odchylenie standardowe wprowadzono réwniez
podstawy analizy btedu pomiarowego. Dodatkowo zaprezentowano,
jak za pomocg darmowych narzedzi dokonaé¢ bardziej skomplikowanych
analiz — miedzy innymi wyznaczenia parametréw rozktadu i weryfikacji
hipotezy, czy analizowane dane $wiadcza o normalnosci rozktadu.

Rozdzial ten ma byé¢ punktem wyjscia dla wszystkich uczniéw, kto-
rzy chcieliby zglebia¢ meandry statystycznej analizy danych. W dobie
powszechnej informatyzacji i cyfryzacji naszego zycia zagadnienia te
sa niezwykle istotne nie tylko dla fizykow. Zachecamy wiec do dal-
szego poszerzania wiedzy na temat zagadnien zwiazanych z analiza
danych.
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