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Andrzej Chmielowiec

Wstep

Zyjemy w $wiecie, w ktorym wiele potrafimy przewidzie¢ i wyliczy¢.
Staramy sie okielznaé otaczajaca nas rzeczywistosé i oprawic ja w okre-
slone ramy. Cze$¢ z tych naszych dziatan konczy sie powodzeniem.
Potrafimy przewidzie¢ trajektorie ruchu rakiety, wykonaé¢ rzecz na
podstawie rysunku, wyznaczy¢ miejsce pekniecia belki poddanej ob-
cigzeniu, a nawet przeprowadzi¢ symulacje zderzenia samochoddw.
Wszystkie te czynnosci mozliwe sg dzieki umiejetnosci budowania od-
powiednich modeli. Ciagle jednak bardzo wiele zjawisk wymyka sie
naszym mozliwosciom poznawczym.

Starozytny filozof Platon uwazal, ze otaczajacy nas swiat jest je-
dynie pewna, niedoskonalg projekcja $wiata idei. Wyznawal poglad,
ze wszystko, co obserwujemy jest cieniem rzucanym przez idealne,
abstrakcyjne byty. W tym kontekscie mozna powiedzieé, ze modelo-
wanie jest poszukiwaniem wtlagnie tych abstrakcyjnych bytow, ktore
odpowiadajg okreslonym elementom rzeczywistosci. Wyobrazmy sobie,
ze chcemy wykona¢ metalowy walek, majacy ksztalt walca. Przygo-
towujemy rysunek, ktory przedstawia jego rzuty, zawierajace takie
wymiary, jak srednica i wysokosé. To jest wlasnie nasz model — ob-
raz idealnego elementu. Co jednak z naszej idei pozostanie w $wiecie
fizycznym? To zalezy od jakosci wykonania. Niemniej jednak pod
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7.2

88 Rozdziat 7. Czym jest modelowanie?

Rysunek 7.1: Fontanny wyrzucajace strumienn wody ze stala predkoscia
i pod okreslonym katem [zrodto: Wikipedial.

odpowiednim powiekszeniem zobaczymy goéry i doliny — cata mase
nieréwnosci wynikajaca z procesu obrébki metalu.

W tym rozdziale, na kilku przyktadach, przedstawione zostanie
zagadnienie modelowania zjawisk fizycznych przy uzyciu poje¢ mate-
matycznych. Rozpoczniemy od prostego przyktadu, ktéry bedziemy
komplikowali w kolejnych czesciach.

Modelowanie rzutu ukosnego

Rozwazmy sytuacje, w ktorej nadajemy cialu pewna predkosé poczat-
kowa, skierowana pod katem « do poziomu. Na lekcjach fizyki sytuacja
ta nazywana jest rzutem uko$nym. Cialo o takiej predkosci poczatko-
wej unosi sie, a po osiggnieciu pewnej wysokosci maksymalnej zaczyna
opadaé¢. Pojawia sie jednak pytanie: jaka jest trajektoria jego ruchu?
Na Rysunku 7.1 przedstawiono fontanne, wyrzucajaca strumieri wody
ze stala predkoscia i pod ustalonym katem. Na zdjeciu mozemy zoba-
czyé, w jaki ksztalt ukladajg sie czasteczki wody. Ksztalt ten pokazuje
trajektorie, ktoéra przypomina odwrécona parabole. Dlaczego jednak
tak sie dzieje?

Powodem jest sita grawitacji, ktora w specyficzny sposéb modyfikuje
tor ruchu czasteczek wody. Wyobrazmy sobie, ze punkt materialny
wyrzucono z predkoscia poczatkowa vg, nachylona pod katem a do
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7.2 Modelowanie rzutu ukosnego 89

3

Rysunek 7.2: Rzut uko$ny punktu materialnego z predkoscia poczat-
kowa vyg.

poziomu tak, jak to zostalo zilustrowane na Rysunku 7.2. Jezeli
pominaé opory ruchu, to w poziomie punkt bedzie poruszal sie ruchem
jednostajnym ze stalta predkoscia vg cos a, a ruch w pionie bedzie miat
charakter ruchu jednostajnie op6znionego. Jezeli przez x oznaczymy
potozenie punktu w poziomie, a przez y potozenie w pionie, to réwnania
ruchu maja w tym przypadku postac:

x(t) = (v cos a)t,

1
y(t) = (vosin o)t — S gt?,

gdzie g = 9.81 ms™2 jest przyspieszeniem ziemskim przy powierzchni.
Powyzsze réwnania nosza nazwe réwnan parametrycznych, gdyz zadaja
trajektorie ruchu w zaleznosci od parametru ¢, ktérym jest czas. Bez
trudu jednak mozemy wyeliminowaé¢ z nich zmienng parametryczna,
aby uzyska¢ wzor funkcji przedstawiajacej trase, po ktorej porusza sie
punkt materialny. Wyznaczajac t z pierwszego réwnania i podstawiajac
do drugiego otrzymujemy zaleznosé:

g 2

—toq - — — 2 2
ytearw 2(vocosoz)2x

Widzimy zatem ewidentnie, ze trajektoria ruchu ma ksztalt odwroco-
nej paraboli, ktéry zalezy od predkosci poczatkowej vy oraz kata jej
nachylenia do poziomu «.
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Q0 Rozdziat 7. Czym jest modelowanie?

Cwiczenie 7.1 Odkre¢ stuchawke od weza prysznicowego i regulujac
ilos¢ wyplywajacej cieczy oraz kat, pod jakim wyplywa, zobacz
mozliwe trajektorie ruchu czasteczek wody. Czy istnieja sytuacje,
w ktorych wypltywajaca ciecz nie formuje odwroconej paraboli? m

Rzut ukosny z oporem powietrza

Rozwazany, w poprzedniej czesci, rzut ukosny nie uwzgledniat sit opo-
réow, na ktore napotyka poruszajace sie ciatlo. W przypadku strumienia
cieczy moze to by¢ jak najbardziej uzasadnione, gdyz poruszajace sie
czasteczki znajduja sie niejako w tunelu, do ktérego nie ma dostepu
powietrze stanowigce opor. Jesli jednak rozwazaé bedziemy rzut pitka,
to trajektoria ruchu nie bedzie sie juz dawala opisywaé za pomoca
paraboli. Zasadniczym powodem jest opér jaki stawia powietrze, poru-
szajacym sie¢ w nim obiektom. Okazuje sie, ze dla obiektu o zadanej
srednicy, sita oporu powietrza jest proporcjonalna do predkosci lub do
kwadratu predkosci.

Sprobujemy teraz poprawié¢ model, ktéry zastosowaliémy w poprzed-
niej czesci, aby jego nowa wersja uwzgledniata, w jakims stopniu, opory
ruchu. Do tej pory ustaliliémy, ze mamy mozliwo$é wykorzystania
dwdch wzoréw na site oporu powietrza:

F1:/<;1'”U,
F2:k2'v2.

Zastosowanie jednego lub drugiego zalezy od tego, czy powietrze optywa
poruszajacy sie obiekt w sposob laminarny, czy tez turbulentny. Przez
laminarny rozumiemy tutaj taki przepltyw, w ktérym czasteczki powie-
trza uktadaja sie w gtadkie linie, po ktorych nastepuje ich ruch. Taki
przeplyw jest przeplywem bezwirowym. Z kolei przeptyw turbulentny
to taki, przy ktorym przeplywajace powietrze przeptywa w sposéb
chaotyczny, tworzac zawirowania. Oba rodzaje przeptywow zostaly
bardzo tadnie zilustrowane na Rysunku 7.3, ktory przedstawia dym,
przechodzacy od przeplywu laminarnego w dolnej czesci obrazka do
przeptywu turbulentnego w jego goérnej czesci. Jak mozna zauwazy¢
przeptyw staje sie turbulentny w sposéb nagly i nie ma tutaj specjalnie
zadnego stanu posredniego. Granica, ktéra ustala rodzaj przeptywu
jest warto$é, tak zwanej liczby Reynoldsa. Jezeli wartos¢ tej liczby
Re < 1000, to przyjmuje sie, ze przeplyw powietrza jest laminarny i sita
oporu dana jest wzorem F; = kjv. Jedli z kolei Re > 1000, to przyj-
mujemy, ze przepltyw powietrza jest turbulentny i nalezy zastosowaé
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7.3 Rzut ukosny z oporem powietrza 91

Rysunek 7.3: Dym przechodzacy od przeptywu laminarnego (dolna
cz¢s¢) do przeptywu turbulentnego (gorna czes¢) [zrodlo: Wikipedial.

wzor Fy = kov?. Skad jednak mamy wiedzie¢, z ktérym przypadkiem
mamy do czynienia? Otdz okazuje sie, ze jesli poruszajacym obiektem
jest sfera, to liczba Reynoldsa dana jest wzorem
Re = Q,
v

gdzie v jest predkoscia, z jaka powietrze optywa sfere, D jest jej Srednica,
a v jest lepkoscia kinematyczna (w temperaturze 25°C wynosi ona
1.562 - 10~° m?/s. Mozna zatem powiedzie¢, ze jezeli iloczyn predkosci
powietrza i $rednicy sfery przekracza wartoéé 0.01562 m? /s, to mamy
do czynienia z przepltywem turbulentnym i wykorzystujemy site Fb,
a ponizej tej wartosci stosujemy zaleznosé na site F.

m Przyktad 7.1 Przyjmijmy, ze dysponujemy typowa pitka nozna. Jej
srednica powinna wynosié¢ okolo 22 cm = 0.22 m. Jezeli taka pitka
bedzie poruszala sie z predkoscia powyzej 7.1 cm/s, to powinnismy
juz zastosowaé¢ wzor na site Fo. Widzimy zatem, ze w tym przypadku
predkosé jest tak niewielka, ze jesli bedziemy rozwazali kopanie takiej
pitki, to mozemy $mialo przyja¢ wykorzystanie sity Fy dla kazdej
wartosci predkosci. Oczywiscie bedzie to pewne uproszczenie, ale
godzimy sie na nie, gdyz popeliony btad bedzie w tym przypadku
znikomy. Wynika to z faktu, ze przez znacznag czes¢ rzutu pitka bedzie
miata wieksza predkosé niz te wymagane 7.1 cm/s. L]

Biorac pod uwage powyzszy przyktad, mozemy probowaé zapi-
sa¢ rownanie ruchu dla pitki, ktéra wykonuje rzut ukosny. W tym
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Q2 Rozdziat 7. Czym jest modelowanie?

przypadku nie mamy juz jednak bezposredniej mozliwosci zapisania
wspolrzednych z(t) oraz y(t), jak poprzednio. Gdy pomijalismy opory,
to ruch byl bardzo prosty: jednostajny w poziomie i jednostajnie
op6zniony w pionie. Teraz jednak pojawita sie sita, ktéra jest propor-
cjonalna do kwadratu predkosci i przeciwnie skierowana do kierunku
ruchu. To mocno komplikuje nasze zagadnienie, gdyz sita bedzie
zmienna w trakcie trwania ruchu. Skoro nie potrafimy bezposrednio
wyznaczy¢ wspolrzednych, to zacznijmy od tego, co znamy — bilansu sit.
W tym przypadku skorzystamy z drugiej zasady dynamiki Newtona,
ktora mowi, ze przyspieszenie ciata jest proporcjonalne do przytozo-
nej sity i odwrotnie proporcjonalne do jego masy. W zwiazku z tym
przyspieszenie wzdtuz osi © mozemy wyrazi¢ jako

1
Gy = _7an
m

gdzie m jest masa ciala, a Fy jest poziomg sktadows sity oporu po-

wietrza. Podobne réwnanie mozemy zapisa¢ dla ruchu w pionie. Tym
razem, nalezy jednak do niego dodacé site ciezkosci

1
ay = —g — EFy'

7 naszych dotychczasowych ustalenn dotyczacych sity oporu powietrza
wiemy ponadto, ze

\/F2+ F2 = kv?,

gdzie v jest predkoscia ciala, a k jest oporem powietrza, ktory zalezy
od ksztaltu ciata. Teraz skorzystajmy z faktu, ze przyspieszenie jest
pochodng predkosci po czasie. W zwigzku z tym dla matych przyrostow
A mozemy zapisac

Av 1
u - _7Fx7

At

Av 1

—J=—g——F,

At
Poniewaz sita oporu ma ten sam kierunek i przeciwny zwrot w stosunku
do wektora predkosci, to jej sktadowe spetniajg zaleznosé % = &

Wykorzystujac te zaleznoéé jestedmy w stanie wyznaczy¢ wartosci %«
i F,, ktore wynosza odpowiednio F, = kv? i F, = kvi. Zauwazmy
w tym miejscu, ze pozioma sita oporu F, nie zmienia nigdy swojego
kierunku. Natomiast kierunek sity Fy zmienia si¢ na przeciwny, gdy
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7.3 Rzut ukodny z oporem powietrza 93

ciato zaczyna opadaé¢. Aby uwzglednié ten fakt, nalezy napisaé, ze F, =
kvi% Czynnik |Z—Z‘ ma bowiem taks wlasnosé, ze jest réwny 1 jesli v,
jest dodatnie i zmienia wartos¢ na —1, gdy vy, jest ujemne. W zwigzku
z powyzszym, nasze réwnania ruchu po podstawieniu wyznaczonych

wartosci i pomnozeniu przez At przyjmujg postaé

Avy = <—kv§> At,
m

Avy = (—g — :1\53]1)5) At = (—g - %vy : ]vy\> At.
Jesli przyrosty czasu At beda dazyly do zera, to otrzymamy réwnania
rozniczkowe, ktorych rozwiazaniami sa pozioma i pionowa skladowa
predkosci. Nie bedziemy jednak z takiego podejscia korzystali, gdyz
analityczne rozwiazanie, postawionego w ten sposéb problemu, wymaga
znajomosci rachunku catkowego. Zamiast tego, przeprowadzimy symu-
lacje numeryczna z wykorzystaniem arkusza kalkulacyjnego. Zanim
jednak do tego przejdziemy, konieczne sa réwnania, ktore definiuja
nam trajektorie. W tym przypadku wykorzystamy fakt, ze droga jest
pochodna predkosci po czasie, co mozemy przedstawié¢ jako

Ar = v, At,
Ay = vy At.

7 przedstawionych zaleznosci wytania sie nastepujaca procedura nume-
ryczna:
1. Okreslamy wartosci poczatkowe predkosci i potozenia oraz nu-
meryczng wielkos¢é pozostatych parametréw pojawiajacych sie
w réwnaniach.
2. Przyjmujemy pewng niewielkg warto$é At.
3. Wyznaczamy przyrosty predkosci Av,, Avy, Az i Ay na podsta-
wie danych z poprzedniego kroku.
4. Modyfikujemy wartosci vz, vy, i y 0 wyznaczone przyrosty i prze-
chodzimy do kolejnego kroku symulacji (przechodzimy do kroku
2 niniejszej procedury).
Podstawsa symulacji numerycznej jest liczbowa znajomosé wszystkich
wielkosci wystepujacych we wzorach. O ile wiadomo, ze g = 9.81 m/s?,
pitke mozna zwazy¢, a predkosé poczatkows zatozyé, to jak dotad nie
powiedzieliémy nic o wartosci oporu powietrza k. Okazuje sie, ze dosé
dobrze opisuje go nastepujacy wzor

1
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94 Rozdziat 7. Czym jest modelowanie?

Wspdtczynnik oporu Cp

Rysunek 7.4: Wielkosé wspoétezynnika oporu w funkeji liczby Reynoldsa
|zrodto: Wikipedia).

w ktorym p jest gestoscia odrodka otaczajacego poruszajace sie cialo,
A jest powierzchnig przekroju ciata, a Cp jest bezwymiarowym wspot-
czynnikiem oporu, zaleznym od liczby Reynoldsa. Doktadny wykres
wielkosci C'p przedstawiony zostal na Rysunku 7.4. Dla analizowanej
przez nas, we wczesniejszym przyktadzie, pitki noznej mozna przyjac,
ze jest on staly podczas catego ruchu i wynosi 0.5. Poniewaz pitka
bedzie poruszaé si¢ w powietrzu, to przyjmujemy p = 1.2 kg/m3, a pole
przekroju pilki o $rednicy 22 cm wynosi A = 7(0.11)? = 0.038 m?.
Przyjete dane numeryczne pozwalaja na wyliczenie wartosci oporu
powietrza k = 0.0114 kg/m. Ponadto, na potrzeby naszej analizy
zaktadamy, ze masa pitki wynosi m = 0.43 kg, jej predkos¢ poczatkowa
to vo = 15 m/s, kat nachylenia wektora predkosci poczatkowej do po-
ziomu to 30° (oznacza to, ze vz 0 = 12.99 m/s i v, 9 = 7.5 m/s), a ruch
rozpoczyna sie w punkcie xg = 01 yg = 0. Wprowadzmy teraz dane
numeryczne do arkusza tak, jak to zostalo pokazane na Rysunku 7.5.
Wartosci oznaczone na pomaranczowo sg wartosciami poczatkowymi
lub parametrami okreslajacymi pitke. Wtasciwa symulacja rozpoczyna
sie od wiersza numer 15 i trwa do momentu, w ktérym wspolrzedna
y osiaga wartodci nieujemne. Formuly okreslone dla procesu symulacji
sa nastepujace:

A15 = A14+B14,

—~ B15 = -($B$6/$B$7)*A15%A15*x$B$S8,

C15 = C14+D14,

D15 = A15%$B$S,

E15 = E14+F14,
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A32 - =A31+B31
A B Cc D E F G H
1 vx0 [m/s] 12,990
2 |vy0[mis] 7,500 Rzut uko$ny pitki noznej
3 | x0[m] 0,000 3.000
4 y0[m] 0,000
5 | g[m/is2] 9,810 2,000
6 |k [kg/m] 0,011 .
7 |m[kg] 0,430 1,000
8 | At[s] 0,050
9 0,000
0,000 5,000 10,000 15,000
10
1 X
12
13 vx Avx X Ax vy Avy y Ay
14 12,990 0,000 0,000 0,000 7,500 0,000 0,000 0,000

15 12,990 -0,224 0,000 0,650 7,500 -0,565 0,000 0,375
16 12,766 -0,216 0,650 0,638 6,935 -0,554 0,375 0,347
7 12,550 -0,209 1,288 0,628 6,381 -0,544 0,722 0,319
18 12,341 -0,202 1,915 0,617 5,836 -0,536 1,041 0,292

Rysunek 7.5: Fragment arkusza kalkulacyjnego pozwalajacy na nume-
ryczng symulacje rzutu uko$nego z uwzglednieniem oporéw powietrza.

— F15 = (-$B$5-$B$6/$B$7+E15%ABS(E15) ) *$B$8,
~ G15 = G14+H14,
~ H15 = E15%$B$S.

Przeprowadzona symulacja pokazuje nam, ze jesli kopniemy pitke nozna
pod katem 30° z predkoscia poczatkowa 15 m/s, to wzniesie si¢ ona na
okoto 3 m oraz upadnie okoto 16 m dalej.

Cwiczenie 7.2 Przeprowadz wtasng symulacje dla rzutu ukosnego
pitki noznej. Zobacz, jak zmienia sie tor ruchu pitki w sytuacji
zmiany kata i warto$ci predkosci poczatkowej. Sprobuj uzyskaé
doktadniejszy wykres poprzez zmniejszenie wartosci At. Co stanie
sie, gdy wartos¢ At zwiekszy sie do 0.1 lub nawet 0.5 s? Jak
bedzie wygladata trajektoria ruchu, jezeli opér powietrza k wzrosnie
czterokrotnie (pitka bedzie miata 2 razy wieksza srednice)? Co sie
stanie gdy opor powietrza k zmaleje do zera? [

Cwiczenie 7.3 Okrel wszystkie parametry dla pitki tenisowej i prze-
prowadz symulacje numeryczna dla predkosci poczatkowych wyno-
szacych okoto 50 m/s. "
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7.4

Q6 Rozdziat 7. Czym jest modelowanie?

Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiony zostal proces podejscia do mo-
delowania matematycznego, na przyktadzie rzutu ukosnego. Wybrane
przyktady majg pokazywaé, ze wynik modelowania jest mocno zalezny
od pewnych uproszczen, ktore przyjmiemy. W niektoérych przypadkach
moga okazaé sie one trafne, a w innych doprowadza do niescistosci. Na
przyktad pominiecie oporéw ruchu byto bardzo sensowne dla strumienia
wody. Z kolei pominiecie ich dla ruchu pitki noznej w powietrzu byto
uproszczeniem, ktére daje wynik odbiegajacy od tego, co bedzie sie
dzialo w rzeczywistodci.

W dobie komputeréw posiadajacych coraz wieksza moc oblicze-
niowa, modelowanie zjawisk fizycznych zyskuje coraz wieksze znaczenie.
Wynika to z faktu, ze eksperyment numeryczny jest znacznie tanszy,
niz przeprowadzenie rzeczywistego do$wiadczenia. Dlatego tez, przy
projektowaniu maszyn, w pierwszej kolejnosci symulujemy zachowanie
odpowiednich elementéw konstrukcyjnych, a dopiero pézniej budu-
jemy prototyp do testow. Bardzo czesto juz na etapie numerycznego
symulowania modelu okazuje si¢ bowiem, ze konieczne sg okreslone
poprawki. Dzieki takiemu podej$ciu mamy mozliwosé szybszej reali-
zacji projektu, przy jednoczesnej minimalizacji kosztéw zwiazanych
z budowg i badaniem prototypdw.
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