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8.2

Weronika Wos
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Ruch drgajacy to jeden z najpowszechniejszych ruchéow w przyrodzie.
Drgaja atomy w nas i w calej otaczajacej nas materii, drgaja struny
glosowe ludzi lub zwierzat wydajacych dzwiek, drgaja membrany gto-
$nikow. Ponadto okazuje sie, ze kazdy ruch drgajacy mozna przedstawié
jako ztozenie (sume) skoriczonej lub nieskoniczonej liczby drgan harmo-
nicznych.

W tym rozdziale przedstawione zostana podstawowe pojecia zwia-
zane z ruchem okresowym. Wyjasnimy réwniez pojecia, takie jak:
analiza harmoniczna, okres, czestotliwosé czy amplituda i omoéwimy
krotko zjawisko energii w ruchu harmonicznym. Nieco szerzej zostanie
opisane rozbicie funkcji okresowych na sume harmonicznych. Natomiast
ostatnia cze$¢ rozdziatu przedstawia tak zwany algorytm FFT.

Ruch okresowy

W codziennym zyciu, czesto mozna spotkaé¢ ruchy powtarzalne, czyli
takie, gdzie cialo przemieszcza sie tam i z powrotem, wracajac co jaki$
czas do tego samego punktu. Przyktady takich ruchow to:

e ruch hustawki,

e drganie struny w instrumencie muzycznym,
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98 Rozdziat 8. Drgania, fale i analiza Fouriera

e ciczarek poruszajacy sie na sprezynie,
e drgania szyby obok ruchliwej ulicy.
Taki rodzaj ruchu nazywa sie ruchem okresowym.

Definicja 8.1 — Ruch okresowy. Ruch, w ktéorym wielkosci cha-
rakterystyczne dla tego ruchu, np. predkosé czy przyspieszenie,
powtarzaja sie po uptywie stalego przedziatu czasu T', nazywa sie
ruchem okresowym (harmonicznym, drgajacym, oscylacyj-
nym, cyklicznym).

Drgania czesto dotycza okresowych zmian innych wielkosci, niz
polozenie ciata, na przyktad cisnienia lub napiecia elektrycznego.

Jesli drga czastka o$rodka sprezystego, to drgania te przenosza sie
na kolejne czastki i w o$rodku rozchodzi sie fala. W tym rozdziale
omoéwione beda tylko fale w o$rodkach sprezystych. Nalezy jednak
pamietaé, ze takimi samymi rownaniami mozna opisaé¢ wiele zjawisk
falowych: od fal rozchodzacych sie w strunie, poprzez fale dzwickowe, az
do calej klasy fal elektromagnetycznych. W istocie kazda poruszajaca
sie czastka jest fala, tak wiec réwnanie falowe spelnia fundamentalna
role w opisie §wiata.

Rysunek 8.1: Wahadlo Newtona jest ciekawym przykitadem ruchu
okresowego

m Przyktad 8.1 Ciekawym przyktadem ruchu okresowego jest kotysa-
nie sie kulek, w tak zwanym wahadle Newtona. Jest ono zbudowane
w ten sposob, ze na sznurkach zawieszonych jest 5 stykajacych sie ze
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8.2 Ruch okresowy Q9

soba stalowych kulek, ktére mogg wykonywaé¢ wahania tylko w jednej,
wspolnej ptaszezyznie. Gdy jedna z nich zostanie odchylona i pusz-
czona, jej uderzenie w pozostate kulki spowoduje, ze po przeciwnej
stronie szeregu odskoczy tylko ostatnia kulka, a pozostale pozostang
nieruchome. Wychylenie odskakujacej kulki bedzie prawie takie samo
jak pierwszej. [

Ruch punktu materialnego nazywa sie ruchem harmonicznym, jesli
punkt porusza sie pod wplywem sily F', o wartosci wprost proporcjo-
nalnej do wychylenia z potozenia réwnowagi x i skierowanej przeciwnie
do wychylenia. O zwrocie sity méwi znak minus we wzorze

F=—kuz,

gdzie k jest wspotczynnikiem proporcjonalnodci. Jezeli site harmoniczna
podstawi sie do rownania wyrazajacego Il zasade dynamiki Newtona

F=ma,

gdzie m jest to masa ciala, a a = g—t’g jest przyspieszenieniem, to
otrzyma sie nastepujace réwnanie

2
m% =—kux. (8.1)
Jest to réwnanie rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu z niewiadoma
funkcja x. Szukana funkcja (rozwiazaniem tego réwnania) jest taka
funkcja, ktoérej druga pochodna ma tg sama postaé, co sama funkcja
x z przeciwnym znakiem (z dokladnoscia do stalej). Funkcjami takim
sg sinus i cosinus. Te funkcje trygonometryczne nazywa sie funkcjami
harmonicznymi, a opis ruchu okresowego przy ich pomocy jest to
analiza harmoniczna.

Definicja 8.2 — Analiza harmoniczna. Opis ruchu okresowego przy
pomocy funkcji trygonometrycznych sinus i cosinus nazywa sie
analizg harmoniczna.

Rzeczywiscie rownanie (8.1) jest spelnione przez funkcje
x(t) = Acos(w -t + ),

gdzie A, w, ¢ sa dowolnymi parametrami. Ponizej przedstawiono
pierwsza pochodna (predkos¢) oraz druga pochodna = po czasie t
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100 Rozdziat 8. Drgania, fale i analiza Fouriera

(przyspieszenie).
dx
- v Asin (w-t+ ¢) predkosé
d%z
15 = —w? Acos(w-t+ ) przyspieszenie

Po podstawieniu do réwnania 8.1 uzyskuje sie réwnanie:
m - (—w® Acos (w-t+ ©)) = —k- Acos(w -t + ).

Funkcja z(t) = Acos(w -t + ¢) spelia réwnanie ruchu pod warunkiem,
ze stala w spelnia zwiazek:

mw? = k. (8.2)

Definicja 8.3 Stalg w nazywa sie czestoscig drgan wlasnych. Argu-
ment funkeji cosinus (w -t + ¢) to faza ruchu, stata ¢ stanowi faze
poczatkowa w chwili ¢t = 0. Najwieksze wychylenie z potozenia
rownowagi A nazywa sic amplituda drgan.

8.3 Okresowos¢ drgan

Na poczatku nalezy przypomnie¢, ze funkcje sinus i cosinus sa okresowe.
To znaczy, ze dla pewnej statej Ty, zwanej okresem tych funkcji, wartosci
funkcji dla argumentu x + Ty sa takie same jak dla argumentu z.
Jezeli istnieje najmniejszy dodatni okres, to nazywa sie go okresem
podstawowym. Okresem podstawowym funkcji sinus i cosinus jest 27,
tzn.:

cos (a + 2m) = cos a.

Ruch oscylacyjny ma te wlasnosé, ze po uptywie pewnego czasu T zwa-
nego okresem ruchu, ciato znéw jest w tej same;j fazie.

Przy zalozeniu, ze w T = 2w, oraz korzystajac z okresowosci
funkcji cosinus otrzymuje sie, ze:

2(t+T)=Acos(w- (t+T)+ ¢) = Acos(wt + wT + ¢)
= Acos((wt + ¢) + wT) = Acos(wt + ) = z(t).
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8.3 Okresowos¢ drgan 101

Twierdzenie 8.1 Okres ruchu T jest powiazany z czestoscia w w na-
stepujacy sposob

T =29 — =L T=2"
w s w T w

Definicja 8.4 Odwrotno$é okresu T, czyli liczbe drgan w jedno-
stce czasu nazywa sie czestotliwoscia i oznacza sie v. Jednostka
czestotliwosci jest hertz: 1Hz = 1571,

Twierdzenie 8.2 Czestotliwo$é v i czestosé w sa powiazane zalezno-
Sciami
1 w 9
V= —=— w =27
T 2r

Rysunek 8.2 przedstawia funkcje potozenia x(t), predkosci v(t) oraz
przyspieszenia a(t) od czasu w ruchu oscylacyjnym (przy zalozeniu, ze
w=1, A=4oraz ¢ = 7/4). W momentach, gdy wychylenie z poto-
zenia rownowagi jest maksymalne x = A, predkosé jest rowna zeru,
natomiast przyspieszenie ma warto$¢ maksymalna, a znak przeciwny
do wychylenia. Gdy drgajace ciato znajduje sie w potozeniu réwnowagi
x = 0, przyspieszenie jest zerowe, a predko$é¢ maksymalna.

—x(t)
—v(t)
a(t)

4
0 127 T 327 2m 527 37 727 4r

Rysunek 8.2: Zaleznosé potozenia, predkosci i przyspieszenia od czasu
w ruchu harmonicznym
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Energia w ruchu harmonicznym

Ciato wychylone z polozenia réwnowagi, na ktore dziata sita harmo-
niczna, ma pewng energi¢ potencjalng E,,.

Definicja 8.5 — Energia potencjalna. Energia, jaka ma cialo (lub
uktad cial) w zaleznosci od polozenia ciala (ukladu cial) w prze-
strzeni, jest to energia potencjalna, oznaczana jako F,.

Energie te mozna wyznaczy¢, obliczajac prace, jaka nalezy wykonag,
aby przesunaé cialo z polozenia rownowagi, = 0 do punktu o danym
poloZeniu. Zmiana energii potencjalnej d £, jest réwna pracy, jaka
wykonuje sita réwnowazaca site harmoniczng na drodze d x.

dE,=—F(x)duz,
gdzie F(x) = —kx. Zatem
dE,=kxdx.

Po obliczeniu catki

T

Ep(a:):/ksds

0

otrzymuje sie wzor na energie potencjalng ciata wychylonego z potozenia
rownowagi o x:

1
E,(z) = 5/{ z2.

Twierdzenie 8.3 Ciato w ruchu harmonicznym ma energie potencjalna,
ktora mozna wyrazi¢ wzorem

1 1
Ey(t) = ik i ik A? cos?® (wt + ¢).

Ponadto ciato w ruchu drgajacym ma energie zwiazang z ruchem
jego masy. Jest to energia kinetyczna, oznaczana Fj. W opisywa-
nych przez mechanike klasyczng uktadach, moze dochodzi¢ do przemian
energii kinetycznej w energie potencjalng i odwrotnie.

Definicja 8.6 — Energia kinetyczna. Energia ciata zwigzana z ru-
chem jego masy jest to energia kinetyczna, oznaczana Ej.
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Wzoér na energie kinetyczna w ruchu harmonicznym oblicza sie,
podstawiajac do wzoru na energie kinetyczna

1
E, = §mv2

predkos¢ w postaci
v=—wA sin(wt + ¢)

otrzymujac

1
E, = om w? A? sin®(wt + ).

Ponadto korzystajac z zaleznosci (8.2) otrzymuje sie nastepujacy wzor:

1
E, = §k A? sin®(wt + ).

Twierdzenie 8.4 Cialo w ruchu harmonicznym ma energie kinetyczna,
ktorg mozna wyrazi¢ wzorem

1
E, = ik A? sin®(wt + ¢).

Energia catkowita ciata poruszajacego sie ruchem oscylacyjnym to
suma energii potencjalnej i kinetycznej.

1 1
E=E,+E;,= §k A? cos® (wt + @) + §k A? sin?(wt + @)
1 1
= §k: A? (cos2 (wt + ) + sin®(wt + Q) = 51{: A2,

Jak tatwo zauwazy¢, we wzorze na energie catkowita znikto wy-
razenie zalezne od czasu. Oznacza to, ze energia catkowita w ruchu
harmonicznym nie zalezy od czasu — jest w kazdej chwili taka sama.
Inaczej mowiac, energia catkowita jest zachowana. Zmieniaja si¢ nato-
miast energie: kinetyczna i potencjalna. Zachodzi to w ten sposob, ze
gdy jedna z nich rosnie, to druga maleje tak, ze suma pozostaje stala.

Szereg Fouriera

Czesto spotykanym zadaniem jest aproksymacja funkcji x(t). Zadanie
to polega na przyblizeniu funkcji z(¢) w innej, zazwyczaj prostszej,
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104 Rozdziat 8. Drgania, fale i analiza Fouriera

postaci ¢(t). Bardzo czesto mowi sie o tak zwanej aproksymacji wielo-
mianowej, gdzie szukana funkcja ¢(t) jest wielomianem. Jesli jednak
funkcja z(t) jest okresowa, to wowczas do jej aproksymacji lepiej uzy¢
wielomianéw trygonometrycznych, tj. rozwinaé¢ funkcje w szereg try-
gonometryczny Fouriera.

Twierdzenie 8.5 Jezeli funkcja x(t) jest okresowa to mozna ja
rozwinaé¢ w szereg trygonometryczny Fouriera dany wzorem:

o0
z(t) = Ap + Z [Ak cos(kwt) + By sin(kwt) |,
k=1

gdzie:

k to rzad harmonicznej,

A to sktadowa stala,

Ay, By to amplitudy,

w = 27 f to pulsacja harmonicznej podstawowej (czestosé).

Zatem szereg Fouriera rozklada funkcje okresowa na sume funk-
cji trygonometrycznych. W ogélnym przypadku szereg Fouriera za-
wiera nieskoriczenie wiele harmonicznych (sktadowych sumy szeregu).
W praktyce jednak wiekszosé harmonicznych maleje do zera, gdy zwiek-
sza sie rzad tych harmonicznych. Dlatego tez w obliczeniach uwzglednia
sie kilka poczatkowych sktadowych, uzyskujac przy tym zadowalajace
przblizenie.

m Przyktad 8.2 Dany jest sygnal prostokatny nastepujacym wzorem

1 dla  (n,0,5+n)
flz)y=<¢ 1/2 dla 0,5+n ,
0 dla (0,5+n,n+1)

gdzie n € Z.

Rysunek 8.3 przedstawia wykres tego sygnatu oraz jego przyblizenia
szeregiem Fouriera odpowiednio przez 4 i 11 pierwszych harmonicz-
nych. Latwo zaobserwowaé, ze kazde zwiekszenie liczby harmonicznych
w rozwinieciu w szereg Fouriera zwieksza doktadno$é odwzorowania
sygnatu.
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4 harmoniczne
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Rysunek 8.3: Reprezentacja sygnatu prostokatnego przez sume harmo-
nicznych

Czesto postac trygonometryczna szeregu Fouriera nie jest wystarcza-
jaca, dlatego wprowadza sic posta¢ wykladnicza szeregu Fouriera.
Korzystajac ze wzorow Eulera i dokonujac przeksztatcen otrzyma sie
zaleznosé:

gdzie wspotczynniki X, rozwiniecia sg liczbami zespolonymi. Wykres
| Xk | nazywany jest widmem amplitudowym sygnatu x(¢), jest on sy-
metryczny wzgledem osi pionowej. Z kolei wykres arg X_j = —arg X},
jest nazywany widmem fazowym i jest symetryczny wzgledem po-
czatku uktadu wspoétrzednych.

Transformacja Fouriera

Szereg Fouriera odnosi sie tylko do sygnatéw okresowych. Uogo6lnieniem
szeregu, na przypadek sygnaléw nieokresowych, jest transformacja
Fouriera.
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Definicja 8.7 Transformacja Fouriera jest dana wzorem:

[e.o]

X(w) = /m(t)emtdt. (8.3)

—00

Jest to transformacja sygnatu ciagltego, oznaczana CTFT (Continuous
Time Fourier Transform).

m Przyktad 8.3 Niech bedzie dany sygnat wyktadniczy opisany funkcja
ciagla

z(t) = e 081,

Transformacja Fouriera tej funkcji obliczona zgodnie ze wzorem (8.3)
Wynosi

X(w) = 1/(0,8 + iw).

Rysunek 8.4 ilustruje wykres tego sygnalu w dziedzinie czasu oraz
widmo amplitudowe tego sygnatu.

Ciagly sygnat wyktadniczy

0.5r N

0 Il Il Il i L L

0 1 2 3 4 5 6 7 8
t[s]
Widmo amplitudowe sygnatu ciagtego

1 r T T T 7
0.5F N

0 1

-10 -5 0 5 10

f[Hz]

Rysunek 8.4: Ciagly sygnal wyktadniczy i widmo amplitudowe tego
sygnalu

Transformacja CTFT zakltada, ze sygnat jest ciagty. W praktyce
jednak, w wiekszoéci spotyka sie z probkami dyskretnymi sygnaltu.
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Transformacje takiego sygnatu oznacza si¢ DTFT (Discrete Time Fo-
urier Transform). Definicja tego przeksztalcenia wynika wprost z defi-
nicji transformacji ciagtej przez zastapienie czasu ciagtego dyskretnymi
probkami, a catkowanie przez sumowanie.

Definicja 8.8 Transformacja DTFT opisana jest wzorem:

oo

X(w) = Z z(n)e wnT, (8.4)

n=—oo

m Przyktad 8.4 Ciagta funkcja wykladnicza opisana w Przykladzie 8.3
ma reprezentacje dyskretna

x(n) = e O8Tsm,

Wtedy widmo sygnatu sprobkowanego obliczone zgodnie ze wzorem
(8.4) opisuje wyrazenie

X(w) — 1/(1 _ e—O,STS—iQWfTS)'
Rysunek 8.5 przedstawia wykres tego sygnatu i jego widma. Wynik

transformaty Fouriera sygnatu sprobkowanego odzwierciedla przebieg
charakterystyki czestotliwosciowej sygnatu ciagtego.

Dyskretny sygnat wyktadniczy

Ml |
0 ““||||||||||”””l“”I”||||||IIIII||||||||||n .......... | | I
0 1 2 3 4 5 6 7 8
t[s]
Widmo amplitudowe sygnatu dyskretnego
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0.5F i
0 L
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Rysunek 8.5: Dyskretny sygnal wykltadniczy i widmo amplitudowe
tego sygnaltu
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Transformacja Fouriera oméwiona do tej pory przetwarza sygnat
wejsciowy ciagly lub dyskretny w reprezentacje czestotliwo$ciows, ciagly.
W analizie cyfrowej pozadana jest postaé¢ dyskretna wyniku. Rozwia-
zaniem tego problemu jest dyskretyzacja wynikéw DTFT. Te role
pelni dyskretna transformacja Fouriera DFT (Discrete Fourier
Transform).

Definicja 8.9 Dla sygnatu dyskretnego x(n) dyskretna transfor-
macja Fouriera DFT przyjmuje postaé

N-1

X(k) =Y z(n)Wy", (8.5)

n=0

gdzie
Wy = e 27/N = cos(2n/N) — isin(27/N).

Przeksztatcenie DFT jest zdyskretyzowanym po czestotliwosci wy-
nikiem przeksztalcenia Fouriera ciggu dyskretnego. Glowna zaleta
DFT jest zastapienie obliczeri z uzyciem typu ciagltego, operacjami
mnozenia i sumowania na warto$ciach dyskretnych, ktore sa tatwe
do zaprogramowania na komputerze. Uzycie dyskretnej transformaty
Fouriera, w por6wnaniu do cigglego przeksztalcenie Fouriera, niesie za
soba szereg mozliwosci. Wspotczesne systemy pomiarowe sa urzadze-
niami cyfrowymi, a zatem sygnal zmierzony przy ich pomocy przyjmuje
wartosci dyskretne.

Algorytm FFT

Transformacja zdefiniowana wzorem (8.5) wymaga wykonania duzej
liczby operacji matematycznych. Majac bardzo duza liczbe probek
pomiarowych, oznacza to istotne ograniczenie jej zastosowania. Istnieje
jednak algorytm szybkiego obliczania dyskretnej transformaty Fouriera,
ktory optymalizuje DFT, zwany szybka transformata Fouriera
FFT (Fast Fourier Transform). Za pomoca transformaty Fouriera,
a w praktyce za pomoca algorytmu FFT, przeksztalca sie sygnal
z dzidziny czasu do dziedziny czestotliwosci.

W wyniku transformaty otrzymuje sie informacje o amplitudzie
i fazie poszczegdlnych sktadowych czestotliwo$ciowych. Wsrod zalet
FFT mozna wymienié¢, miedzy innymi mozliwos¢ zastosowania do
programéw procesoréow sygnatowych, czy programéw matematycznych.
Dzieki temu szybka transformata Fouriera jest obecnie najbardziej
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popularng operacja przetwarzania sygnatow.

m Przyktad 8.5 Niech bedzie dany sygnal wyrazony funkcja
f(z) = 3sin(27 5t) + 2 cos(27 8t),

do ktorego zostal dodany szum losowy. Czestotliwosci wystepujace
w funkcji oryginalnej to 5Hz i 8 Hz. Rysunek 8.6 przedstawia ten
sygnal oraz jego szybka transformate Fouriera FFT. Czestotliwosci
wystepujace w funkcji oryginalnej to 5Hz i 8 Hz. Pierwszy wykres
przedstawia oryginalny sygnal. Wykres w drugim wierszu od lewej
prezentuje caly wynik analizy FFT. Mozna zaobserwowa¢ istotne cze-
stotliwosci na poczatku wykresu, nastepnie reszta widma jest bliska
zera. Trzeci wykres jest przyblizeniem poczatkowego fragmentu dru-
giego wykresu i uwidacznia czestotliwosci istotne. Jak widaé, analiza
FF'T bardzo dobrze odzwierciedla istotne czestotliwo$ci. Na trzecim
wykresie wystepuje znaczne wzniesienie krzywej miedzy 4 Hz a 6 Hz,
co odpowiada czestotliwosci 5 Hz. Ponadto wystepuje bardzo wyrazne
ekstremum w 8 Hz. Zatem analiza FF'T data bardzo doktadne wyniki
na mocno zaszumionym sygnale.

sygnat wejsciowy

0 0.5 1 1.5
czas[s] i
widmo amplitudowe sygnatu
widmo amplitudowe sygnatu 4 przyblizenie istotnego fragmentu
0 0
0 100 200 300 400 500 0 2 4 6 8 10 12
czestotliwo$¢ [Hz] czestotliwo$¢ [Hz]

Rysunek 8.6: Zaszumiony sygnal oryginalny i jego transformata FFT
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